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TD 5 — Algebres de von Neumann finies

Exercice 1. Fourier dans I’algebre de von Neumann LZ.

1. Montrer que l'isomorphisme de Fourier L*(S') — ¢*(Z) implémente un isomorphisme
entre les algébres de von Neumann L°(S') et LZ qui envoie I'intégrale sur I'état tracial
canonique de LZ.

2. On identifie I'intervalle [0,1[ au cercle & via I'application ¢ + e*™

Calculer les coefficients de Fourier de p.

3. Calculer la trace de p? de deux manieres différentes afin de déduire que
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Exercice 2. Espérance conditionelle et conjugaison par un unitaire.
Soit (M, ) une algebre de von Neumann finie, soit B C M une sous-algebre de von Neumann.
Soit u € U(M), soit Ep I'espérance conditionnelle sur B. Montrer que pour tout x € M,

*

Ep(uru®) = ul,«p,(z)u”.

Exercice 3. Ergodicité.
Soit I' un groupe dénombrable agissant sur un espace de probabilités (X, i) en préservant la
mesure. On note a laction associée sur L>®(X, i), donnée par () f(x) = f(v 'z).
On rappelle qu’on a défini en cours l'ergodicité comme étant le fait que les seules fonctions
dans L*°(X, ) qui sont I'-invariantes sont constantes. On définit la représentation unitaire
de T associée a laction par k(y)f(z) = f(y 'z). On identifie L>°(X, ) et son image dans
B(L3(X, 1)) par multiplication.
1. Montrer que pour tout f € L>°(X, u) et tout v € I', on a x(y) fr(y)" = a(v)f.
2. En déduire que 'action est ergodique ssi x(I") N L*(X, u) = C1.
3. Conclure que I'action est ergodique ssi I'algebre de von Neumann engendrée par x(I") et
L®(X, u) est égale a B(L*(X, p)).
4. Généraliser le résultat précédent au cas ou I' agit sur une algebre finie (M, 7) par auto-
morphismes préservant la trace.
Les trois questions suivantes sont facultatives; elles font le lien avec des versions de I'ergodicité
plus classiques.
5. Montrer que l'action est ergodique ssi les seules f € L*(X, ) qui sont x(T')-invariantes
sont constantes.

6. Montrer que I'action est ergodique ssi les seuls A C X mesurables tels que pour tout
v eT, u(yAA A) = 0 satisfont u(A) =0 ou 1.

7. Montrer que 'action est ergodique ssi les seuls A C X mesurables tels que pour tout
v €T, A= ~A satisfont u(A) =0 ou 1.

Exercice 4. Produit croisé.

On rappelle qu’étant donné I' agissant sur (X, u) en préservant la mesure, il agit également
diagonalement sur I' x X en préservant la mesure (infinie) produit de la mesure de comptage
et de pu. Par commodité on note w, I'unitaire de Koopman associé a chaque v € I', et on fait
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agir L>°(X, p) par multiplication sur L*(X x T') : fg(z,v) = f(x)g(x,7). On note une fois de
plus « l'action de I" sur L*>°(X, u).

1. Montrer que u, ful = a(y)f pour tout v € I' et f € L=(X, p).

2. On rappelle que le vecteur y.x x est cyclique et séparant pour l'algebre de von Neumann
engendrée par k(I") et L>°(X, u), que 'on note L>*(X, u) x I'. Montrer que pour tout
r € L®(X,u) x T, on ala convergence L2

= Z Uy B oo (x ) (W3 7) = Z B 0 g0 (@03 )ty

Y vel

Caractériser les éléments de {u,: v € I'}” par leurs coefficients dans I'écriture ci-dessus.

3. On suppose I' abélien. Montrer que I'action est ergodique ssi
{uy:y e Y N (@ L¥(X, 1)) € {u,: v eI}

4. En déduire que si I' est abélien et 'action est ergodique, alors {u,: v € I'}” est une
sous-algebre abélienne maximale du produit croisé I' x L*°(X, u).

Université Paris Cité 2 UFR de mathématiques



