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Premiere partie
Calculabilité

Le but de cette premiere partie est d’arriver a une définition satisfaisante des fonctions calcu-
lables par ordinateur. Un premier candidat important est la classe des fonctions récursives primi-
tives que voici.

1 Fonctions récursives primitives

Commencons par décrire les ensembles de départ et d’arrivée des fonctions qui nous intéressent :
pour un nombre de parametres p € N on note F, I'ensemble des applications de NP dans N. On
adopte la convention que N® = {(}} et ainsi F, est 'ensemble des applications de {0} dans N qui
s’identifie naturellement a N. La classe des fonctions récursives primitives sera un sous-ensemble

de
F = U Fop-

peN

Définition 1.0.1. Pour p € N et ¢ < p on note 7T; I’application de projection sur la i-eme
coordonnée de N? dans N, c¢’est-a-dire que pour (z1,...,x,) € NP,

ﬂ;(ﬂfl, ey Tp) = Ty
Définition 1.0.2. La fonction successeur est la fonction S : N — N donnée par S(z) = = + 1.

Définition 1.0.3. Etant donnée f1, ..., fn € F, et g € F,, la fonction composée g(fi, ..., fn) est
I'élément de F, défini par : pour tous z1,...,x, € N,

9(fry s fu) (@1, s mp) = g(fr(z1, oy p),s ooy fr(T1, o Tp)).
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Définition 1.0.4. Etant donnée une fonction g € Fp et h € F,yo, il existe une unique fonction
f € Fpq1 telle que pour tous 1, ..., zp,y € N on ait

f(x1, ., 2p,0) = g(21, ..., Tp)
fle, . zp,y+ 1) =h(z1, ..., 2, y, f(21, .0, 2p,Y))

On appelle f la fonction définie par récurrence a partir de g et h.

L’unicité d’une telle fonction se prouve par induction sur y (exercice). L’existence est intuiti-
vement claire mais peut en fait étre prouvée a partir des axiomes de la théorie des ensembles (cf.

[CL93l Chap. 7, Sec. 3]).

Remarque. Dans la définition précédente, on autorise p = 0, ce qui veut simplement dire qu’il
n'y a pas de variables x; dans la définition de f, que g € F° s’identifie & un entier %, et enfin que
pour tout y € N,

f(0)=Fk
fly+1)=nh(y, f(y))

Nous pouvons maintenant définir les fonctions récursives primitives.

Définition 1.0.5. L’ensemble F,,, des fonctions récursives primitives est le plus petit sous-ensemble
de F qui :

i) contient les fonctions constantes N? — N,

i) contient les projections 7,

)
)
iii) contient la fonction successeur S,
)
)

iv) est stable par composition,

v) est stable par définition par récurrence.

Un sous-ensemble de NP est récursif primitif si sa fonction caractéristique 1’est.

1.1 Exemples de base
1.1.1 Addition

L’addition N x N — N est récursive primitive. En effet on a :
— x4+ 0 = x (et la projection sur la premiere coordonnée est bien récursive)
— 2+ (y+1)=8S(x+y)=S(m5(z,y,x +vy)) et Som est bien récursive.
Par composition, on voit alors que (xy, ..., x,) — 1 + - - - + x, est récursive primitive.

1.1.2 Multiplication

La multiplication N x N — N est récursive primitive. En effet on a :
—axx0=0
—aoxy+1l)=(@xy) +y
Par composition, on voit alors que (x, ..., x,) — 21 X - -+ X x,, est récursive primitive.



1.1.3 Soustraction

On note x—y = max(x — y,0). Montrons que c’est une fonctions récursive primitive. On com-
mence par voir que la fonction (x,y) — z—1 est récursive primitive. En effet on a la définition par
récurrence sur r suivante :

— 0=-1=0
— z+1-1=ux.

Ensuite, (z,y) — x—y est récursive primitive car
— z-0=ux

—a—(y+1)=(z—y)—1.

1.1.4 Relation d’ordre usuelle

L’ensemble des entiers strictement positifs est récursif primitif puisque sa fonction caractéris-
tique yn+ satisfait la relation de récurrence

— xn+(0) =0

— xn(z+1)=1.
L’ensemble des couples (x,y) tels que x > y est récursif primitif puisque z >y <= z—y > 0.

1.2 Propriétés de stabilité

Proposition 1.2.1. L’ensemble des sous-ensembles récursifs primitifs est clos par union finie,
intersection finie et passage au complémentaire.

Démonstration. Remarquons d’abord que si A et B sont récursifs primitifs, alors A\ B l'est aussi
car Xa\B = XA—XB-

L’intersection de deux ensembles A et B récursifs primitifs est également récursive primitive
car xanB = xaXxs €t on a vu que la multiplication est récursive primitive.

Remarquons que N est récursif primitif car sa fonction caractéristique est constante.

On peut alors conclure quant a la stabilité des ensemble récursifs primitifs par union finie :
ona AUB =N\ (N\ ANN\ B) et les résultats que nous venons d’établir permettent alors de
conclure. O

Exemple 1.2.2. L’ensemble des (x,y) tels que x = y est récursif primitif car c’est I'intersection
de ensemble des (x,y) tels que x < y avec 'ensemble des (z,y) tels que y < z.

Proposition 1.2.3. L’ensemble des fonctions récursives primitives est stable par changement des
variables : si f : N — N est récursive primitive alors pour toute application o : {1,...,p} —
{1,...,n} on a que

fo : (ZL’l, 7xn) = f(xa(l)a "‘7x0(p))
est récursive primitive.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que f, = f o (WZ(I), . wg(”)). O
Exemple 1.2.4. Si f : N> — N est récursive primitive, alors la fonction g : N — N donnée par
g(x) = f(z,z,x) est récursive (appliquer la proposition précédente avec o : {1,2,3} — {1} donnée
par o(l) =0(2) =0(3) = 1)



Proposition 1.2.5. L’ensemble des ensembles récursifs primitifs est stable par préimage via des
applications récursives primitives : si f1, ..., f, € F, sont récursives primitives et A C N" est récursif
primitif, alors {(x1,...,xp) : (fi(z1, ..., 2p), .y fu(T1, ..., 7)) € A} est récursif primitif.

Démonstration. Sa fonction caractéristique est xa(f1, ..., fn)- m

1.2.1 Définition par cas

Proposition 1.2.6. L’ensemble des fonctions récursives primitives est stable par définition par
cas portant sur des ensembles récursifs primitifs.

Démonstration. Si NP = Ay LI --- U Ay alors la fonction définie par
flz) = fi(z)siz € A

peut se réécrire f = x4, X fi+- -+ xa, X fr qui est bien récursive primitive deés lors que Ay, ..., A
et fi,..., fr le sont. O]

Exemple 1.2.7. La fonction (z,y) — min(z,y) est récursive primitive puisque

. r sir <y
mintep) = { 0 505

De méme la fonction max est récursive primitive.

1.2.2 Sommes et produits partiels

Proposition 1.2.8. Si f € F,; est récursive primitive, alors les fonctions g et h définies par

g(x1, ..., xp, 1) Zf (1 ey T, )

h(xy, ..., xp, 1) Hf Ty ey T, 1)
sont également récursives primities.
Démonstration. La fonction g est définie par récurrence par g(x1, ..., x,,0) = f(x1, ..., xp, 0) puis
g(xq, . xp, t + 1) = g(z1, ., 2, t) + f21, oy 2p, T+ 1)

donc g est récursive primitive. De méme h est récursive primitive car définie par récurrence par
h(xy,...,xp,0) = f(x1,...,2p,0) puis

h(xy,...;xp, t +1) = h(z1, ..., zp, t) X f(21, .. 2p,t+1). O

Exercice. Montrer que n — n! est récursive primitive.



1.2.3 Schéma i borné

Soit A C NP™!. Considérons la fonction g € F,,; définie par

min({z <t:(v1,...,x,,2) € A}) sidz<t:(xq,...,2,,2) €A
1) = { PSS Bt € A) 832 < 1)

On dit que la fonction g est définie par schéma p-borné a partir de A. On notera
9(x1, oy mp,2) =t < 20 (21, .., 2p,t) € A
Proposition 1.2.9. Soit A C NP*! récursif primitif. Alors la fonction g définie par schéma p-borné
a partir de A est récursive primitive.
Démonstration. On voit que g est définie par récurrence par g(x, ..., x,, 0) = 0 puis
g(x1, e xp,z) st > gxalzr, .y, i) =1,

g(z1, .y, 24+ 1) = z+1 st oXal@, o @p, 1) =0 et (21,...,2p, 2+ 1) € A
0 dans les autres cas.

Ainsi g est bien récursive primitive (on a utilisé le fait que la définition par cas sur ensembles
récursifs primitifs et la somme partielle préservent les fonctions récursives primitives). O]

Proposition 1.2.10. La classe des ensembles récursifs primitifs est stable par quantification bor-
née.

Démonstration. Soit A C NPT récursif primitif, alors {(x1, ..., xp, 2) : Vt < 2, (21, ..., 2, t) € A}
est récursif primitif car sa fonction caractéristique est

HXA(xh s T, ).
=0

L’ensemble {(x1,...,xp, 2) : It < 2, (21, ..., 2p,t) € A} est récursif primitif car ¢’est le complémen-
taire de {(z1, ..., p, 2) : VE < 2, (21, ...,z t) & A} ]

1.3 Nouveaux exemples

Proposition 1.3.1. La fonction (z,y) — ¢(x,y) qui a (z,y) associe le quotient entier de x par y
est récursive primitive. (pour avoir une fonction définie partout on considere que le quotient entier
de z par 0 est 0).

Démonstration. En effet q(x,y) =pg<z:(q+1) xy > z. O

Corollaire 1.3.2. La fonction qui a (x,y) associe le reste r(x,y) de la division euclidienne de x
par y est récursive primitive.

Démonstration. On a r(z,y) = x — q(z,y) X y. O
Corollaire 1.3.3. L’ensemble des (x,y) tels que y divise x est récursif primitif.

Démonstration. C’est 'ensemble des (x,y) tels que r(x,y) = 0. O
Corollaire 1.3.4. L’ensemble des nombres premiers est récursif primitif.

Démonstration. On a x premier ssi Vy < x, y ne divise pas x ou y = 1 ou y = x. O
Corollaire 1.3.5. La fonction 7(n) définie par m(n) est le n+ 1-éme nombre premier est récursive
primitive.

Démonstration. En effet on la définit par récurrence par w(0) = 2 puis 7(n+1) = py < 7(n)!+1:y
est premier et y > m(n). O



1.4 Deux codages

Dans cette section, on note quelques bijections utiles permettant de travailler avec des p-uplets
d’entiers ou des suites finies.

Définition 1.4.1. On définit @ : N> — N par a(n,p) = 5(n+p + 1)(n+ p) + p.

a est récursive primitive, et on voit qu’elle est bijective (faire un dessin). De plus a(n,p) >
max(n,p). En particulier on peut retrouver (n,p) a partir de a(n,p) en posant

Bla)y=pz<z: T <a,azt)=vet B2x)=pz<z: I <a,a(t,2) =0

On a bien (8'(a(n,p)), 8*(a(n,p))) = (n,p), autrement dit (8, 32) est la bijection réciproque de
a.

Définition 1.4.2. On définit par récurrence sur p € N* des bijections «, : N — N par a;(z) = =

puis i1 (21, oo Tpi1) = (X1, ooy Tp_1, (T, Tpy1)))-
On définit également 3{(n) = n puis par récurrence sur p, pour 1 < k < p des fonctions ﬁ}’j ;

b1 (%) = By (@), Bya(x) = 85" () puis B,y = B1(By(x)) et By11 (x) = B2(B(x)).

On montre par récurrence que toutes ces fonctions sont récursives primitives, et par construction

(Bys - BE) est la bijection réciproque de a,. On a az = a et ' = 35, 7 = 3.

Exemple 1.4.3. La suite de Fibonacci est récursive primitive : considérons la fonction suivante
définie par récurrence qui encode (up, uy11); on a v(0) = as(1, 1) puis

v(n+1) = az (B3 (v(n)), By (v(n)) + Bi(v(n)) -

On va maintenant encoder les suites finies d’entiers, ¢’est-a-dire UpeN NP, oll par convention NV
est le singleton suite vide.

Définition 1.4.4. Etant donnée une suite finie d’entiers (zi,...,z,), on note Q(xy,...,x,) =
7(0)= ... w(p)®*1. On pose également Q(() = 1.
On note §(i, ) = pz < x : x n’est pas divisible par m(i)*"!.

Remarquons qu’a p fixé la fonction 2 est récursive primitive. De plus 2 est injective. Enfin
d(i, ) est Pexposant de (i) dans la décomposition de z en produit de nombres premiers et permet
donc de reconstituer (xy,...,x,) a partir de Q(xy, ..., x,)

1.5 Fonction d’Ackerman

Dans cette section, nous définissons une variante de la fonction d’Ackerman. Bien que définie
par induction, nous allons voir qu’elle n’est pas récursive primitive.

Définition 1.5.1. La fonction d’Ackerman est la fonction & € F, définie par : pour tous z,y € N
— &(0,2) =27



Pour n € N, notons &, € F; la fonction £(n, ). Alors on montre par récurrence sur n € N que
&, est récursive primitive : en effet pour n = 0 on a que & (z) = 2% donc &, est récursive primitive,
et si &, est récursive primitive alors comme la fonction &, est définie par récurrence par

Ent1(0) =1 et
fn-i-l(x + 1) = gn(gn-i-l(x))a

elle est également récursive.
Nous commencons maintenant une série de lemmes qui nous meneront au fait que la fonction
d’Ackerman n’est pas récursive primitive.

Lemme 1.5.2. Pour tout n € N et tout x € N on a §,(x) > x.

Démonstration. On le montre par récurrence sur n. Pour n = 0 on a bien 2 > x pour tout
r € N. Ensuite supposons que pour tout z € N on a &,(r) > z et montrons par récurrence
sur  que pour tout z € N on a &,.1(z) > z. Pour z = 0 on a &,41(0) = 1 > 0, maintenant
supposons &,.1(x) > x, alors §,11(z + 1) = &,(&,21(x)). Par hypothese de récurrence sur n on a
alors &,11(x+1) > &,41(z) > x et puisque l'on a affaire a des entiers on a bien &, 11 (z+1) > z+1,
ce qui conclut la récurrence sur x puis sur n. O]

Lemme 1.5.3. Pour tout n € N la fonction &, est strictement croissante.

Démonstration. C’est clairement vrai pour n = 0, et pour n > 1 on écrit &, (z+1) = &,_1(§,(x)) >
&n(x) d’apres le lemme précédent, d’ou la stricte croissance voulue. O

Lemme 1.5.4. Pour tous n,z € Non a &,1(z) > &,(x).

Démonstration. Pour z = 0 c’est vrai car 1 > 1. Ensuite, pour x > 1 : écrivons &,1(x) =

&n(&nr1(z — 1)), alors comme d’apres le lemme Eni1(z — 1)) = x et d’apres le lemme &n
est croissante, on conclut &, 1(z) = &,(x). O

On va maintenant montrer que la fonction d’Ackerman croit plus vite que toute fonction ré-
cursive. Pour ce faire, il faut d’abord préciser ce qu’on entend par croire plus vite.

Définition 1.5.5. On dit qu’une fonction f € F; domine g € F, sl existe M € N tel que pour
tous (z1,...,7,), on a
g(x1, ..., zp) < f(max(xy, ..., zp, M)).

Notons que si f est croissante et f(n) tend vers 400 quand n tend vers +oo, alors f domine g
ssion a g(zy,...,z,) < f(max(zy,...,z,)) pour tous les (z1, ..., x,) sauf pour un nombre fini d’entre
eux. De plus, si f est croissante, on a

f(max(xy, ..., zp, M)) = max(f(x1), ..., f(xp), f(M)).

On définit par récurrence sur k la fonction &* par £2(z) = x puis £ (z) = &,(¢5(x)) (autrement
dit &F itere k fois la fonction &,). Comme &,(x) > x pour tout z, on a & < &¥ 1. De plus les
fonctions £¥ sont strictement croissantes par le lemme m Enfin le fait que &,(x) > = donne par
récurrence sur y que pour tout k, E¥Y(0) > &5 (y).
Soit alors
C,:={f € F:3k & domine f}.

Comme &,41 > &, et les &, sont croissantes, on a & < &8, et donc C,, C Cppy1.

8



Lemme 1.5.6. C, est clos par composition.

Démonstration. Soient fi,..., f, € F, NCy, soit g € F; N C,. Soit M et k suffisamment grand tel
que pour tous (1, ...,x,) et tout i € {1,...,q} on ait f;(zy,...,2,) < ¥ (max(M, z1,...,x,)) et tous
(Y1, -, Yg) O ait g(y1, ..., yq) < EF(max(M, yy, ..., y,)). Comme ¥ est croissante on a

g(fi(z1, ., 2p), ooy folzn, . 2p)) < fﬁ(max(fﬁ(max(M,xl, e Xp)), M)).

Toujours par croissance, £¥(max(M, z1, ..., x,)) = max (&8 (xy), ..., £ (x,), (M) et donc

9(Fr(@1, s @), ooy fo(1, o, 1)) < max(E€0 (21), .o, E06n (), €060 (M), £1(M).
Ainsi g(fi(x1, ..y Tp), ooy fo(1, oy 1)) < EXF(max(ay, ..., 7y, M)) donc g € C,. O

La définition par récurrence va nous faire passer de C,, a C,.; ; pour cela il nous faut borner £*
en fonction de &,.1.

Lemme 1.5.7. On a pour tous z et k
En(@) < Eunala + k).

Démonstration. Par récurrence sur k. Pour k = 0 il n’y a rien a faire; ensuite &, 1(x + k + 1)
EnlCni(z + k) = &a&il(a) = & (). O
Lemme 1.5.8. Si g,h € C, et f est définie par récurrence a partir de g et h alors f € C,, 1.

Démonstration. Soient M, k assez grand pour que g(z1, ..., z,) < ¥ (max(xy, ..., xp, M)) et h(z1, ..., 2p, Yy, 2) <
&¥(max(zy, ..., x,, M)). On montre par récurrence que que

(@1, .y, y) < EM(max(zy, ..., z,y, M))

C’est vrai pour y = 0, et I’hérédité se prouve comme pour la composition : on écrit

f(ajla "'7xp7y + 1) = h(xla ceey xpaya f(xla ceey xpay))
< max (&, (21), .., &), & (1), &€, (max (1, ..., xp, M))), M)
< EMRUD (max (24, ..., 2, M),
ot on a utilisé que &F(y) < &v(0) < €¥M(0). Ceci prouve la récurrence, maintenant on
a MM (z) < u(n + 2k + y) dapres le lemme précédent, or la fonction (1, ...,7,,y) —
max(xy,...,xp) + 2k + ky est dans Cy C C,4; donc par stabilité par composition de C,41, on

a (21, ..., 2p,y) = &p1(max(M, max;(z; + 2k + ky))) qui est dans C,4q, donc f est bien dans
Cn+1- O

Soit alors C = J,, C,. D’apres les lemmes précédents C est stable par composition et récurrence,
et contient les projections, les fonctions constantes et la fonction successeur. Ainsi ’ensemble des
fonctions récursives primitives est inclus dans C.

Théoréme 1.5.9. La fonction g : x — &(x,2x) n'est pas dans C.

Démonstration. Par absurde supposons qu'il existe n € N et k tel que g soit dominée par &F.
Alors pour tout z sauf un nombre fini, on a

&(27) < &i(w) < &ura(z + k).

Prenons alors z strictement plus grand que k et n et suffisamment grand, alors &,,1(x + k) <
Eni1(27) < &,(2x), ce qui contredit 'inégalité précédente. O
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2 Fonctions récursives

2.1 Fonctions partielles récursives

Dans cette section, on définit les fonctions récursives. Par rapport aux fonctions primitives
récursives, on aura certaines fonctions qui seront seulement partiellement définies. On va en effet
s’autoriser des schémas i non bornés, et la fonction ne sera pas définie en x si on ne peut trouver
de y tel que (z,y) € A.

On définit donc F; comme I'ensemble des fonctions f : A — N ou A € NF. On appelle A le
domaine de f. On dit que f est totale si son domaine est N”. On note F* = UpeN F.

Définition 2.1.1. Etant donnée fi, ..., f, € Fr et g € Fy, la fonction composée g(f1, ..., fn) est
I'élément de F défini par : pour tous xy, ..., z, € N,

G(f1, s fu)(@1, oy xp) = g(fi(z1, oo ), ooy [T,y s 2p)),

la fonction n’étant définie que la ou 'expression ci-dessus est définie. Plus précisément, si A est le
domaine de g le domaine de g(fi, ..., fn) est (fi,..., fn) L(A).

Définition 2.1.2. Etant donnée une fonction g € Fy et h € F,, il existe une unique fonction
J € F;,, telle que pour tous zy, ..., z,,y € N on ait

f(z1, .2, 0) = g(21, ..., )
fl1, . zp,y+ 1) = h(z1, ..., 2.y, f(21, .., 2p,Y)),

la fonction f n’étant pas définie des lors que I'un des termes ci-dessus n’est pas défini. On appelle
f la fonction définie par récurrence a partir de g et h.

Remarquons que par construction si f(x,...,x,,y) n’est pas défini alors pour tous z > y on a
que f(x1,...,xp, 2) n'est pas défini non plus.

Définition 2.1.3. Etant donné une fonction J € F,.1, la fonction g définie par schéma p sur f
s’écrit
g(x1, .y xp) = py : [f(21, . zp,y) = 0]

et est donnée par g(zy,...,z,) = y si pour tout z <y f(xy,...,xp, 2) est définie et non nul, tandis
que f(zy,...,7p,y) = 0, et sinon n’est pas définie. Si A C NP™! on notera aussi par commodité

1y (1, @p,y) € Al = py ¢ [1=xa(@1, ..o 2, y) = 0],
Nous pouvons désormais définir I’ensemble des fonctions récursives partielles comme étant le
plus petit ensemble de fonctions partielles dans F* qui
i) contient les fonctions constantes N? — N|
i) contient les projections 7,
iii) contient la fonction successeur S,
v) est stable par définition par récurrence,

)
)
iv) est stable par composition,
)
vi)

est stable par schéma pu.
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Par définition les fonctions récursives primitives sont bien récursives (totales). La stabilité par
changement de variables, par somme partielle et produit partiel demeurent (méme preuve que les
Prop. et [[.2.8). La stabilté par définition par cas sera vue plus tard. On verra a la fin de ce
chapitre que la fonction d’Ackermann est récursive elle aussi.

Un ensemble A C NP est dit récursif si sa fonction caractéristique est récursive (en particulier
cette fonction est totale!). La méme preuve que celle de la proposition nous donne que le
complémentaire de tout ensemble récursif est récursif, et que toute réunion ou intersection finie
d’ensembles récursifs est récursive.

Un ensemble est dit récursivement énumérable si c¢’est le domaine d’une fonction récursive.

Proposition 2.1.4. Tout ensemble récursif est récursivement énumérable.

Démonstration. Soit A C NP récursif. Alors xaxy est récursive (c’est la fonction (xq, ..., 2p41) —
xa(1, ..., z,)). On définit alors f par schéma pu total sur A x N, c’est-a-dire

f(@r, oy xp) = py < [(21, .., y) € AXN]
Il est alors clair que le domaine de f est A. m

On verra plus tard par un argument diagonal qu’il existe des ensembles récursivement énumé-
rables non récursifs. Ceci nécessite de pouvoir énumérer récursivement les fonctions récursives, et
on va faire ¢a en utilisant les machines de Turing.

2.2 Machines de Turing

Une machine de Turing consiste en un nombre fini n de bandes infinies paralleles constituées
de cases numérotées par les entiers naturels. Chaque case contient un symbole qui appartient a
Y :={0,1,#} ou # est le symbole de début de bande, uniquement présent sur la premieére case
(case numéro 0). On a également une téte de lecture qui permet de lire et écrire sur les cases de
chacune des bandes situées a sa position.

Une machine de Turing possede également un nombre fini d’états dont on notera () ’ensemble.
Il y a deux états particuliers : I'état initial ¢; et I’état final g;.

Enfin, la table de transition est une application M : @ x ¥" — @ x X" x {—1,+1,0}. Afin
de faciliter la lecture des tables de transitions, on notera systématiquement [sy, ..., s,] un élément
de X"

La machine fonctionne de la maniere suivante, étant donné un contenu des bandes avec seule-
ment un nombre fini de 1 :

— Au temps t = 0 elle est dans 'état g;, la téte de lecture est au dessus des cases numéro 0

(et lit donc (#, ..., #))

— Au temps ¢, étant dans un état ¢ # ¢y et sa téte de lecture lisant [sq,...,s,], on consi-

dere M(q,[s1,..-,Sn)) = (¢, [5), -, s,], f). La téte de lecture remplace alors [sy, ..., s,] par

o Sh
[s], ..., s.], la téte de lecture est déplacée dans la direction indiquée par f et enfin la machine
se met dans 1’état ¢’ au temps t + 1.
— Au temps ¢, si ¢ = ¢y, la machine s’arréte de fonctionner et ¢ est alors le temps de calcul de
la machine étant donné le contenu initial des bandes.
La machine commence dans 'état ¢; et s’arréte de fonctionner si elle arrive dans 1'état ¢;. Elle peut
treés bien ne jamais s’arréter de fonctionner. Une restriction s’impose : si la machine lit (#, ..., #)
(c’est-a-dire que la téte de lecture au dessus des cases numéro 0) elle ne peut le modifier et la téte

de lecture ne peut pas aller a gauche; et réciproquement si la téte ne lit pas (#, ..., #) elle n’a pas
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le droit d’écrire de # (ce qui permet de conserver le fait que (#, ..., #) désigne seulement la case
0).

On dit qu’une bande est le code de 'entier n si elle est commence par #, puis est suivie du
symbole 1 n fois, puis ne contient plus que des 0. On dit qu'une bande représente 'entier n si
elle commence par #, puis est suivie du symbole 1 n fois, puis d’'un 0 (mais elle peut contenir des
nouveaux 1 ensuite).

Ainsi (#,1,0,0...) code l'entier 1 (et le représente), et (#,1,0,1,0,0,...) représente I'entier 1
mais ne le code pas. Remarquons que chaque bande commencant par un # et dont les autres cases
ne contiennent que des 0 et un nombre fini de 1 représente un unique entier, (il suffit de compter
le nombre de 1 consécutifs a partir de la deuxieme case).

Définition 2.2.1. Une machine de Turing a n > p + 1 bandes calcule une fonction f € FJ si
pour tous (1, ..., ), quand on lance la machine avec les p premieres bandes codant respectivement
x1, ..., 2, et les autres codant 0,

— Si f(x1,...,x,) n'était pas définie, alors la machine ne s’arréte jamais

— Si f(z1,...,x,) est définie, la machine s’arréte et la n-eme bande représente f(xq, ..., ).
On appelle T-calculable une fonction calculable par une machine de Turing.

Remarque. Des lors que n > p+1, chaque machine a n bandes calcule bien une (unique!) fonction
f € F;, donnée par : f(zy,...,2,) n'est pas définie si la machine ne s’arréte jamais sur I'entrée
(w1, ...,xp), et sinon f(xy,...,,) est 'unique entier représenté par la bande p+1 a la fin du calcul.

Définition 2.2.2. On dit qu'une machine de Turing a n > p+ 1 bandes calcule proprement une
fonction f € F si pour tous (z1,...,7,), quand on lance la machine avec les p premieres bandes
représentant y, ..., x, et les autres codant 0,

— Si f(#x1,...,x,) n'était pas définie, alors la machine ne s’arréte jamais

— Si f(x1,...,xp) est définie, la machine s’arréte et se retrouve avec les p premieres bandes qui

codent 1, ..., z,, la n-eme bande qui code f(x,...,z,) et les autres bandes qui codent 0.

On appelle T-calculable proprement une fonction calculable proprement par une machine de
Turing.

Remarque. Clairement toute fonction T-calculable proprement est T-calculable; la réciproque
est vraie mais va nous occuper les deux prochaines sections.

Insistons sur le fait que pour le calcul propre on demande que les autres bandes codent 0 ; cette
restriction nous permettra de montrer plus facilement que toutes les fonctions récursives sont T-
calculables (proprement) au moment ou il faudra traiter le cas des récurrences et des compositions.

2.2.1 Les fonctions récursives sont T-calculables proprement

Lemme 2.2.3. Les fonctions constantes sont T-calculables.

Démonstration. Soit k € N, montrons que la fonction constante égale a k de NP dans N est T-
calculable. Notre machine a p+1 bandes On va se donner k+2 états qq, ..., qx11, go €tant I’état initial
et qpy1 Détat final. On pose alors M (qo, [#, ..., #]) = (q1, [#, ..., #], (+1)) puis pour i = 1,..., k et
S1, ey Spr1 € {0, 1}, M(q;, [S1, s Spi1]) = (@it1, [S15 -, Sp, 1], +1). ]

Remarque. Dans la preuve précédente, on a défini la table de transition uniquement sur les
configurations que la machine sera effectivement amenée a rencontrer. C’est une convention que
nous suivrons systématiquement par la suite, sachant que pour obtenir une véritable table de
transition il suffit de prolonger notre fonction M de maniere arbitraire en une application ) x 3" —
Q x X" x {—1,+1,0}.
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Lemme 2.2.4. La fonction successeur est T-calculable proprement.

Démonstration. La machine a deux rubans. On a deux états (go,q1) ou g est I'état initial, ¢

est I'état final. On a M(qo, [#,#]) = (qo,[#,#],+1), puis M(qo,[1,0]) = (qo,[1,1],+1) puis
M(C](], [Oa O]) = (QIa [07 1]70) —~

Lemme 2.2.5. Les fonctions projection sont T-calculables proprement.

Démonstration. Soit p € Net k € {1,...,p}. La machine a p+ 1 rubans. On a deux états (o, 1) ou
o est 1’état initial, ¢; est I'état final. On a M (qo, [#, ..., #]) = (qo, [#, ---, #], +1), puis pour chaque
S1y 4y Sk—15 Sk+1y -5 Sp+1 € {07 ]-}

M(%, [51, ey Sk—1, 1, Skg1, -"7Sp+1]) = (QO> [517 ey Sk—1, 1, Skg1, vy Spy 1]7+1) et

M(q07 [Slv "'7Sk—1707 Sk+1, "'7Sp+1]) = ((h; [Slv "'7Sk—1707 Sk+41y -+ Sp 0]70) O

Remarque. Dans ce qui suit, la numérotation des bandes de 1 a n n’étant pas commode, on s’au-
torise & numéroter les bandes autrement (par exemple par des couples d’entiers) tout en spécifiant
les p bandes d’entrée et la bande de sortie. Pour rester dans le cadre de la définition du calcul
propre, il suffit alors de renuméroter ses n bandes par des entiers 1, ..., n de sorte que les p bandes
d’entrée soient les bandes 1,...,p et la bande de sortie soit la bande n.

Lemme 2.2.6. Soient fy,..., f, € F, T-calculables proprement, et soit g € F,; également T-
calculable proprement. Alors g(fi, ..., fn) est T-calculable proprement.

Démonstration. Soient pq,...,p, les nombres de bandes des machines de Turing M, ..., M,, calculant
f1,--+, fn respectivement, et p, .1 le nombre de bandes de la machine de Turing M,,,; calculant g. On
ne va pas décrire précisément les tables de transitions et se contenter de décrire le comportement
d’une machine de Turing calculant g(fi, ..., fr)-

Elle a p1 + ... + pn + pny1 bandes que 'on numérote (i, j) aveci € {1,...n+1} et j € {1,....p;}.
Ses bandes d’entrées sont les bandes (1, j) pour j € {1,...,p}, sa bande de sortie.

Pour chaque i € {1,...,n + 1}, notre machine contient une copie de M; qui travaille sur les
bandes (i,7) avec j € {1,...,p;}. Au début, pour j = 1,...,p, la machine copie la bande (1, j) sur
toutes les bandes (i, 7) pour i = 2, ...,n (avec la méme méthode que pour la projection, a ceci pres
que l'on ramene la téte de lecture en 0 a la fin de chaque recopiage en allant a gauche jusqu’a
retrouver le symbole #E[).

Ensuite, les machines Mj,...,M,, effectuent leurs calculs une par une a la suite (en particulier a
la fin de chaque calcul on ramene la téte de lecture en position 0). Puis pour chaque i € {1,...,n}
on copie le contenu de la bande (i,p;) sur la bande (n + 1,i) comme précédemment. Enfin on
fait travailler M, 1 et on efface toutes les bandes de lecture recopiées (i,7) pour i = 2,...,n et
j=1,..,p. O

Lemme 2.2.7. Soit f € F,, définie par récurrence a partir de g € F et h € F;,, toutes deux
T-calculables. Alors f est T-calculable proprement.

Démonstration. Supposons que la machine M, qui calcule g a p; bandes et M} qui calcule i en
a py. La machine calculant f a p; + ps bandes numérotées (1,k) pour k € {1,....,p1} puis (2, k)
pour k € {1,...,p2} et enfin (3,1). La bande contenant le résultat final sera (2,p2). Au début M,
effectue son calcul, puis le résultat est recopié sur (2,p + 2). On recopie également (1,7) sur (2,7)
pour i =1,....p.

1. C’est la 'unique utilité de ce symbole.
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Ensuite on arrive dans un état ¢, on recopie le contenu de (1, p) sur (3,1). On teste si (2,p+ 1)
est égal a (3,1), si c’est le cas on s’arréte. Sinon on commence par faire calculer M}, on augmente
(2,p+ 1) de 1 et on retourne a l’état q. O

Lemme 2.2.8. Soit f € F, définie par schéma p a partir de g. Si g est T-calculable proprement
alors f aussi.

Démonstration. Soit n le nombre de bandes de M, calculant g, notre nouvelle machine aura elle
aussi n bandes numérotées de 1 a n et consiste en une modification de M,.

Elle fonctionne ainsi : au début la bande p+ 1 contient 0 et représente y, notre machine calcule
g(z1,...,xp,y) qui apparait alors sur la bande p 4 2. Elle teste ensuite le premier bit de la bande
p + 1, s’il est nul elle s’arréte, sinon elle incrémente y et recommence apres avoir effacé la bande
p+ 2. O

Remarque. Dans les constructions précécentes, il faut bien voir que les machines de Turing
construites donnent les mémes fonctions partielles, en particulier elles ne s’arrétent pas la ou
la fonction n’est pas définie.

2.2.2 Les fonctions T-calculables sont récursives

Pour montrer que les fonctions T-calculables sont récursives, on va devoir montrer qu’a chaque
étape de calcul, le contenu des bandes dépend de maniere récursive primitive de 1’état initial. Pour
rendre cette assertion précise, on doit d’abord coder 1’état d’'une machine de Turing. Pour cela, on
commence par remplacer le symbole # par le symbole 2.

On peut alors coder facilement le contenu des bande : on les numérote de 0 a n — 1; le contenu
de n bandes (Bq, ..., B,_1) = ((bf)ieN)?;ol est alors codé par I'entier

[(Bo, s Bno1) = 227 oS gnitip). Etant donné un entier z qui code les bandes, le contenu
la case ¢ de la bande B; est donné par la fonction

Vw4, 5) = r(q(n, 3"7),3).

Etant donnée une machine du Turing a n bande By, ..., B,_1 et r états 0,1,...,r — 1 (ou I'état
0 est initial, I’état 1 est final) et ou la téte est en position k et son état est ¢, sa configuration sera
I'entier az(q,I'(Bo, ..., Bn-1), k).

Lemme 2.2.9. Etant donnée une machine de Turing a n bandes de table de transition M, la
fonction qui a (1, ...,x,,t) associe la configuration de la machine au temps ¢ avec pour entrées
(21, ...,xp) est récursive primitive.

Démonstration. 11 s’agit d’une fonction définie par récurrence, notons la f. Tout d’abord, remar-
quons que la fonction ¢} quia (71, ..., ;) associe le code de n bandes codant la suite (21, ..., 7,0, ..., 0)
est récursive primitive, puisque

n—1 p—1 Tj+1
Cp (1, 0y Tp) = 2 g 3+ E E 3t
j=0 j=0 i=1

Alors f(r1, ..., 2p,0) = a3(0, ¢y (1, ..., 7p),0). Puis on va voir que f(x1,...,7,,t + 1) est définie par
récurrence par cas, les cas étant donnés par la fonction de transition M de notre machine de Turing.
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Les cas vont porter sur ce que la téte observe et sur I’état actuel de la machine ; plus précisément
pour chaque (¢, [So, ..., Sn—1],d) € {0, ...,7 — 1} x {0,1,2}" x {—1,0,1} on considere le cas ou

M(B5(y), [v(z, B5(), 0), ... 7(=, B5(y), m — 1)]) = (d, [50, -, 501, d),

et dans ce cas on pose alors

n—1 n—1
i1nB3 . i1nB3 . :
f(.%’l, ...,xp,t+ 1) = QO3 (q', E 3]+ ”83(y)3j— E 3]+ Bg(y)ﬁ)/(z76§(y)7j)> ﬂg(y) + d) :

j7=0 7=0
Donc f est bien récursive primitive car définie par récurrence par cas récursifs primitifs. ]
Théoreme 2.2.10. Toute fonction T-calculable est récursive.

Démonstration. Soit une fonction g € F calculable par une machine de Turing M a n bandes et
r états, quitte a renuméroter on peut supposer que les états sont 0, ..., — 1, que 1’état initial est
0 et que I’état final est 1. Soit f la fonction récursive primitive du lemme précédent qui encode
la configuration au temps t sur les entrées (zi,...,x,). Remarquons qu’il faut au moins ¢ étapes
pour que la bande de sortie de M contienne 'entier ¢, en particulier la fonction h(xyq, ..., z,, t) qui
retourne ’entier représenté par la bande de sortie apres t étapes est récursive primitive. En effet

h(xy,...,xp,t) = py < t: [r (q (6§(f(x1, ...,:cp,t)),?)y"”) ,3) = 0} —1.

Soit alors
T(21, .., xp) = pt : [B3(f(21, . 3, 1)) = 1]

T est récursive, et alors g(xq, ..., xp) = h(xy, ..., xp, T(x1, ..., xp)). O
On peut donc rassembler les résultats précédents pour obtenir le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.11. Soit f € FP, sont équivalentes :
(i) f est récursive;

(ii) f est T-calculable proprement ;

(11i) [ est T-calculable.

Démonstration. L’implication (iii)=(i) est le théoreme précédent, (i)=-(ii) provient de la section
précédente et (ii)=-(iii) est claire. O

2.3 Conséquences

Corollaire 2.3.1. Toute fonction récursive dont le temps de calcul est bornée par une fonction
récursive primitive est récursive primitive.

Démonstration. En effet, dans la preuve ci-dessus, la fonction T est alors définie par un schéma
p-borné donc récursive primitive, donc g est récursive primitive. O

La réciproque est vraie, comme on le voit par induction sur les fonctions récursives primitives
en reprenant les preuves que les fonctions récursives sont T-calculables.

Corollaire 2.3.2. La classe des fonctions récursives totales est la plus petite classe de fonctions
contenant les fonctions récursives primitives close par composition et schéma p total e (c’est-a-dire
qu’on ne s’autorise a faire des schémas p que lorsque la fonction résultante est totale).
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Démonstration. En effet dans la preuve du théoreme la fonction 7" est définie par un schéma pu-total
sur une fonction récursive primitive, et g est ensuite obtenue en composant 1" avec des fonctions
récursives primitives. [

On va maintenant passer en revue des conséquences importantes sur les ensembles récursivement
énumérables.

Corollaire 2.3.3. Les assertions suivantes sont vraies :
(1) Tout ensemble récursivement énumérable est la projection d’un ensemble récursif primitif.
(2) Toute projection d'un ensemble récursif est récursivement énumérable.

(3) Toute projection d’un ensemble récursivement énumérable est récursivement énumérable.

Démonstration. (1) Soit A = domg ol g € F; est récursive. On reprend les notations de la preuve
du théoreme. Soit B = {(x1, ..., xp, t) : 3f (21, ..., 2p,t) = 1}. Alors B est récursif primitif, et A est
la projection sur N? de B.

(2) Si A C NPT est récursif, la projection de A sur les p premieres coordonnées est le domaine
de la fonction récursive (21, ..., xp) = py(x1, ..., Tp, B3 (y), ..., BY) € A.

(3) Comme la projection d’'une projection est une projection (3) découle de (2) et (1) immé-
diatement. O

La proposition suivante justifie 'appellation récursivement énumérable.

Proposition 2.3.4. Soit A un sous-ensemble de N, alors sont équivalentes
(1) A est récursivement énumérable
(2) A est 'image d’une fonction récursive

(3) A est I'image d’une fonction récursive primitive

Démonstration. (3)=(2) est claire, (2)=-(1) découle de (2) de la proposition précédente car le
graphe d’une fonction récursive est récursif et 'image est la projection sur la seconde coordonnée
du graphe. Enfin montrons (1)=-(3). Soit A est récursivement énumérable, soit g récursive telle
que A = domyg, alors on fixe une machine de Turing calculant g. On sait d’apres la preuve du
théoreme que la fonction A(x,t) qui retourne 'entier codé par la bande de sortie apres ¢ étapes est
récursive primitive, et que 'ensemble B des (z,t) tels que la machine soit a 1’état final au temps
t avec pour entrée x est récursif primitif. Soit xy € A. Notre fonction récursive f d’image A est
domne par f(z) { h(BY(). B3(x) st (Bh(a). B(x) € B -

n sinon.

Proposition 2.3.5. Une fonction partielle est récursive ssi son graphe est récursivement énumé-
rable.

Démonstration. L’ensemble des couples (z,y) tels que x = y est récursivement énumérable, c’est le
domaine d’une fonction h. Si f est récursive, son graphe est le domaine de la composée h( f(x1, ..., zp),y)
qui est récursive, donc le graphe est récursivement énumérable.

Réciproquement si le graphe G de f est récursivement énumérable, alors as(G) est également
récursivement énumérable, donc par la proposition précédente c¢’est 'image de h : N — N récursive
totale. On pose alors g(n) = um : [f3h(m) = n] qui est récursive, puis on a f(n) = B3h(g(n)). O
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2.4 Machine de Turing universelle

On va maintenant construire une fonction récursive qui calcule toutes les fonctions récursives
en encodant toutes les machines de Turing possibles. Jusqu’ici on a déja codé les configurations,
reste donc a coder les tables de transition et le nombre de bandes.

Pour chaque (s, ..., s,) € {0,1,2}", on note #(sy,...,8,) = > 1y Si113" puis pour un ¢ € N

K1(q, 1, -y Sn) = aa(q, K(S1, .., Sn))

Pour M(q, [s1, ..., sn]) = (¢, 5], .-, 85, d) on note ky(M(q, [$1, ..., sn])) = as(q, k(s), ..., s),), d + 1).

cy O

Le code de la table de transition est alors

C(M) = 11 T(K1(q, [51, oy 5])) 2 @1,

(s1,.--,8n)€40,1,2}" q€{0,1,...,r—1}

Le code de la machine de Turing a n bandes de table de transition M avec r états numérotés
de 0 & r — 1 est alors par définition az(n,r, C'(M)).

On peut montrer que I’ensemble des codes de machines de Turing est récursif primitif, il suffit de
voir que les conditions qu’on a énoncées définissent des ensembles récursifs primitifs (par exemple
fait que lorsqu’on lit un #, on ne le modifie pas). De plus, si on note I, 'ensemble des codes de
machines de Turing ayant au moins p + 1 bandes, alors I, est récursif primitif.

Théoréme 2.4.1. La fonction Sit qui a (i,t,x1,...,x,) associe 0 si i € I, et sinon la configura-
tion de la machine de Turing d’indice i au temps t avec comme entrées (1, ...,x,) est récursive
primitive.

Démonstration. On commence par définir Sit par cas : si ¢ & I, on pose Sit(i,t, 1, ..., z,) = 0.

Pour le cas intéressant ou i € I, il s’agit essentiellement de reprendre la preuve du lemme
sauf que cette fois-ci on a en plus comme parametre la machine de Turing via son code 7. Le
nombre de bandes est 35 (7). Le code des 33 (i) bandes codant (z1, ..., z,, 0, ..., 0) est récursif primitif
car donné par la formule

B3 (i)—1 p—1 Zj+1
A iy
c(i,zq,...,zp) =2 3+ E E 3i+B3(0)k
Jj=0 j=0 k=1

Alors Sit(i, x1, ..., 2,,0) = a3(0,¢(i, 21, ...,2,),0). Calculons Sit(i, 1, ...,x,,t + 1) en fonction de
s := Sit(i, 1, ..., xp, t) La position de la téte de lecture est k := 33(s). Le code de ce qu’elle lit est :

C = r(q(B5(s),3"%51), 3%0)
La table de transition nous renvoie alors ’entier
m = §(C, /Bg’(z))

Le nouveau contenu des cases numéros k est alors 33(m), le nouvel état est 53 (m) et la nouvelle
position de la téte de lecture est k + 33(m). Ainsi

Sit(4, z1, ..., xp, t + 1) = a3 (ﬂ;(m), B3(s) + 350 B2 (m) — 3D | 4 ﬁ?‘?(m)> .

Ceci prouve que la fonction est bien récursive primitive comme annoncé car définie par cas puis
récurrence a partir de composition de fonctions récursives primitives. O
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Définition 2.4.2. On note B? 'ensembles des uplets (i, x1, ..., 2,, t) tels que 53 (Sit (¢, 21, ..., 2, 1)) =
1, ¢’est-a-dire que la machine de Turing de code 7 a fini son calcul sur (zy, ..., z,) au temps t.

On note C? I'ensemble des uplets (i, 21, ..., z,, t,y) tels que (i, 21, ..., x,,t) € BP et I'entier y est
codé sur la bande de sortie.

D’apres le théoreme précédent BP est récursif primitif. On pose alors T'(i, xy,...,x,) = put :
(i, 21, ...,xp,t) € BP. Alors T est récursive.

Soit h la fonction qui a (7,1, ...,x,,t) associe I'entier codé sur la bande de sortie au temps ¢
(et n’est pas définie si i ¢ I,). Par la méme preuve que pour le lemme on voit que h est
récursive primitive. Ainsi C? est récursif primitif.

Définition 2.4.3. On définit ¢? par ¢ (i, x1, ..., x,) = h(i, 21, ..., Tp, T (i, 21, ..., T,) qui calcule donc
le résultat obtenu par la machine de Turing ¢ avec pour entrées (1, ..., z,), et qui n’est pas définie
si un tel calcul ne termine pas ol si ¢ & I,,.

D’apres la discussion précédente, on a :

Théoreme 2.4.4. Pour tout p > 1 la fonction ©P est récursive. Pour toute fonction récursive
partielle f € F; il existe i € I, tel que f = OF (@1, ) = OP(4, 21, ., ). On dit que i est un
indice de f.

2.5 Conséquences

On peut maintenant utiliser notre travail pour montrer que les fonctions récursives sont stables
par définition par cas récursifs (on pouvait en fait le faire dés que 'on savait que les fonctions
récursives sont T-calculables, mais la preuve ci-dessous permet de se familiariser avec le formalisme
que l'on vient d’introduire). On se convaincra que la situation est plus compliquée que dans le cas
des fonctions récursives primitives car on travaille avec des fonctions partielles : I'astuce que l'on
avait utilisée dans la preuve de la proposition donne une fonction dont ’ensemble de définition
pourrait étre trop petit. Notamment, si on a deux fonction fi, f> récursives dont les domaines A, A,
forment une partitionﬂ de N, on veut pouvoir les recoller en une fonction récursive définie sur N
tout entier, mais la fonction fixa, + faxa, n’est définie nulle part !

Proposition 2.5.1. Soient f,g € F, récursives et soit A C NP récursif. Alors la fonction

h:(zy,...,2p) — { f(x1,..yzp) si(zg,...,x,) €A

g(x1,...,x,) sinon.
est récursive

Démonstration. Soit ¢ indice de f, j indice de g, k indice de y 4. On considere ’ensemble C? des
(4,21, ..., Tp, t,y) tels que (4, 21, ..., xp, t) € BP et h(i, x1, ..., 2y, t) = y (la machine de Turing d’indice
i a fini son calcul et retourne y). Alors C? est récursif primitif.

On considere alors 'ensemble C' récursif primitif des (xq, ..., zp, t,y) tels que (i, 21, ..., T, t,y) €
C? et (k, 1, ...,2p,1) € CP ou (j, x1,...,xp, t,y) € CP et (k,x1,...,2,,0) € CP.

Alors h(z1,...,xp) = py @ (T1, ..., Tp, pit = (21, ..., 2p, t,y) € C,y) € C. O

2. Le lecteur attentif aura remarqué que A; et As ne sont pas récursifs a priori mais seulement récursivement
énumérables, mais on verra plus tard que lorsque deux ensembles récursivement énumérables partitionnent N, ils
sont automatiquement récursifs.
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Théoreme 2.5.2. Un ensemble est récursif ssi il est récursivement énumérable et son complé-
mentaire [’est également.

Démonstration. Si A est récursif, sont complémentaire 1’est aussi, en particulier A et son complé-
mentaire sont récursivement énumérables.

Si A C NP est récursivement énumérable de complémentaire B récursivement énumérable, soit
i tel que A = domyP(i,-) et j tel que B = domgP(j,-). Alors U'ensemble D des (1, ..., xp, 1) tels
que (i, 21, ...,xp,t) € BP ou (j,x1, ..., xp,t) € BP est récursif primitif.

La fonction T'(z1, ..., x,) = put : (21, ...,xp,t) € D est récursive. On pose alors

1 si(4,21,...,2p,t) € B
@1,y 2, ) = { 0 ( SinOIZl). )

qui est récursive primitive. La fonction h(zy, ..., z,, T(21, ..., z,)) est alors comme voulue. O

Théoréme 2.5.3. L’ensemble domy' (z,x) est récursivement énumérable de complémentaire non
récursivement énumérable. En particulier il existe un sous-ensemble de N récursivement énumé-
rable non récursif.

Démonstration. Soit A = domep!(z,z), alors A est récursivement énumérable par définition. Sup-
posons que son complémentaire B 1'est aussi. Mais alors il existe n tel que B = domep!(n, -).
Alors n € A< p'(n,n) & (n,n) € B ce qui est manifestement contradictoire. O

Définition 2.5.4. Une propriété de p-uplets d’entiers est dite décidable si I’ensemble correspon-
dant est récursif. On peut utiliser ce qu’on vient de faire pour voir que le probleme de ’arrét n’est
pas décidable : 'ensemble des (z,y) € dome! n’est pas récursif car sinon I'ensemble ci-dessus le
serait aussi.

On dit de méme qu’'une propriété est semi-décidable si I’ensemble correspondant est récursi-
vement énumérable. Cela veut dire que 'on a un algorithme qui, si on n’est pas dans I’ensemble
ne s’arréte jamais, et si on est dans I’ensemble termine.

2.6 Trois théoremes fondamentaux
2.6.1 Théoreme s-n-m

Ce théoreme permet de calculer de maniere effective les indices des fonctions obtenues a partir
d’autres fonctions dont on connait les indices (par example si on a les indices de deux fonctions,
on saura calculer un indice de leur somme de maniere récursive primitive). Son énoncé permet en
fait de passer de ©” a ? pour ¢ < p en voyant certains arguments comme des parametres.

Théoréme 2.6.1. Soit n,m > 1, il existe une fonction récursive primitive s : N™1 — N telle
que pour tout © € Iy, on ait

n+m(

O (S0 (5 T1y ooy T )y YLy ooy Yn) = @ Uy X1y ooy Ty Y1y ey Yn)

Démonstration. Si i & I,1m, on pose s& (i, 21, ...,T,m) = 0 (qui n’est pas un indice de machine de
Turing).

Sinon, on change la machine de Turing d’indice ¢ en faisant en sorte d’écrire sur les m premieres
bandes de lectures les entiers x4, ..., x,,, puis en permutant les numéros de bandes de sorte a ce que
I’ancienne bande de sortie se retrouve en position n et que les bandes d’entrée correspondant aux
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n derniers arguments se retrouvent en premier. Enfin, on efface toutes les bandes correspondant
au arguments xq, ..., Tn,.

La machine obtenue calcule la fonction (y1,...,y,) — @74, Z1, ..., Ty Y1, -, Yn). On peut
vérifier (mais c¢’est tres fastidieux!) que I'indice de la machine obtenue dépend de maniere récursive
primitive que 4, si on le note s? (i, z1, ..., Z,,) on a le résultat voulu. O

Exemple 2.6.2. Montrons qu’on peut trouver une fonction récursive primitive qui a (i, j) associe
un indice de la machine de Turing calculant = — ¢'(i, ) + ©'(j, ). Considérons la fonction
(i,5,7) = @' (i,7) + ¢'(j, 7)
Elle est récursive, soit donc k un indice de cette fonction. Alors pour tout x,1, j,
o' (i,7) + 0, 7) = (k. 1, 5, 7) = ¢ (s5(k, i, ), )

Ainsi une fonction qui marche est (z,7) — si(k, i, 7).

2.6.2 Théoreme de Rice

On a déja vu que dome?(z,x) est un ensemble récursif non récursivement énumérable. On va
le réduire récursivement (cf. TD2 pour la définition) a tout ensemble non trivial d’indices pour
obtenir :

Théoreme 2.6.3. Soit G C F; un ensemble de fonctions partielles récursives non vide et distinct
de l’ensemble des fonctions partielles récursives. Alors

Ag:={icl ¢ €G}
n’est pas récursif.

Démonstration. Quitte a remplacer G par son complémentaire, on peut supposer que la fonction
vide est dans G. Soit b I'indice d’'une machine calculant une fonction qui n’est pas dans G. Consi-
dérons la fonction

b (,y) = @' (b y) + @' (z,2) 0" (2, x)
Alors la fonction (z,-) est égale & la fonction vide si (z,z) € domp!(x,z) (et donc dans G), et
sinon elle est égale & ¢*(b,y) (donc pas dans G).

On va calculer un indice de cette fonction : soit k un indice de 1, alors ¥(x,y) = ¢*(k, x,y) =
©'(s1(k,r),y). La fonction qui & z associe s}(k,x) est récursive primitive, et par construction
I'image réciproque de Ag est le complémentaire de dome!(z, z). Comme ce dernier n’est pas ré-
cursif, Ag n’est pas récursif. O

Remarque. On en déduit une version plus satisfaisante du fait que le probleme de I'arrét soit non
décidable : I’ensemble des indices de machines de Turing a 1 parametre qui terminent pour I’entrée
0 est non récursif.

En faisant la méme preuve et en se souvenant que le complémentaire de domy?(z, z) n’est en
fait pas récursivement énumérable, on obtient :

Proposition 2.6.4. Soit G un ensemble de fonctions récursives partielles a 1 variable contenant la
fonction vide et distinct de I’ensemble de toutes les fonctions partielles récursives. Alors I’ensemble

Ag:={icl ¢ €G}

n’est pas récursivement énumérable.
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En particulier, I’ensemble des indices calculant la fonction vide n’est pas récursivement énumé-
rable. On dit que le probleme de savoir si une machine ne va pas s’arréter pour chaque entrée n’est
pas semi-décidable.

2.7 Théoreme(s) de point fixe

Ces théoremes, dus a Kleene, sont parfois appelés théoremes de la récursion.

On peut montrer (en ajoutant des états inutiles a la machine de Turing) qu’il existe une fonction
récursive primitive ¥? : N — N telle que ¢(i) > i et pour tout i € I?, ¢! = gofb(i). Réciproquement,
le théoreme de point fixe de Kleene affirme que I'on peut trouver un tel indice pour toute fonction
1 récursive totale.

Théoreme 2.7.1. Soit o : N — N récursive totale. Alors il existe i € I, tel que

Yi = Pag)

Démonstration. Considérons la fonction (y, z1, ..., x,) — ¢F(a(si(y,y)), 21, ..., z,). Elle a un indice
k € I,11, donc

90p+1(k37ya Ty, "'7'rp) = spp(a(si(ya y)))'xh cey "L‘p) = SDP(SZf(k:? y)a T1yeeny xp)

d’apres le théoreme s-n-m. En posant i = s7(k, k) on obtient le résultat voulu en regardant 1’équa-
tion ci-dessus pour y = k. O

Exemple 2.7.2. On va montrer que la fonction d’Ackerman est récursive. Considérons 'applica-
tion ¢ — ¢* de F5 dans F5 donnée par

2y siz=0
Y(r —1,¢(z,y —1)) sinon.

On montre par induction que la fonction d’Ackerman est le seul point fixe de ¢ — *. Mon-
trons qu’il y a une fonction récursive (primitive) o qui & un indice de 1 associe un indice de t)*.
Considérons la fonction de 3 variables

2Y six=0

0(i,z,y) = 1 siy=20
o (i,x — 1,¢%*(i,x,y — 1)) sinon.

Soit &k un indice de cette fonction, alors si ¢ est un indice de % on voit que ¥*(z,y) = 0(i,x,y) =
O3 (k,i,z,y) = p?(s3(k,i),x,y). On pose donc a(i) = s3(k, 1), alors le théoréeme de point fixe dans
sa premiere version nous donne un indice 7 tel que goi(i) = ¢?, donc la fonction d’Ackerman est
d’indice 7, en particulier elle est récursive.

On donne maintenant une version ou l'indice de « est un parametre supplémentaire : on peut
alors trouver ¢ de maniere récursive primitive en fonction de l'indice de a.

Théoréme 2.7.3. Il existe une fonction h, : N — N récursive primitive telle que dés lors que gp}
est totale, on a hy(j) € I, et

D _ P
Pho()) = Pl (hp(h))
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Démonstration. On reprend la démonstration précédente avec parametre : on considere un indice
k de la fonction (5,4, 21, ..., 7p) = ©P(@;(s1(y,9)), 1, ..., zp). Alors

¢p+2<k,j,y,$1, ""xp) = gp”(gp}(s}(y,y)),xl, '-'7xp)
- @P+1(81<k7j>’y7 Iy, ”'7xp)
= @p(si(s%(k?j%y)?mh ---axp)'

On pose h,(j) = si(k, j), alors on a le résultat voulu en posant y = s1(k, j). ]
Terminons avec le cas ou « prend plusieurs parametres.

Théoréme 2.7.4. Soit p > 1 et n € N, soit o : N*™' — N récursive totale. Alors il existe
h : N* — N récursive primitive a valeur dans I, telle que pour tous (x1, ..., Ty,),

p — AP
(Pa(xl7"'7$n7h($17"'7xn)) B SOh(xlr“vz’n)

Deuxieme partie

Complexité

3 Machines de Turing déterministes

3.1 Modele et classes de complexité en temps déterministe

Pour parler de complexité, nous allons affiner le modele des machines de Turing de maniere
a pouvoir définir efficacement la complexité en temps et en taille d’algorithmes. Par rapport a
la section précédente, on se donne un alphabet d’entrée fini ¥ (précédemment {0,1}) et un
alphabet de travail " avec un symbole spécial blanc B € T\ ¥ qui représentera une case vide.
Rappelons qu’étant donné un alphabet A, A* désigne I'ensemble des mots sur A, c’est-a-dire des
suites finies d’éléments de A. On note € le mot vide.

On travaille avec k£ bandes biinfinies, c’est-a-dire dont les cases seront indexées par Z. On aura
deux bandes particulieres : une bande de lecture et une bande d’écriture. La bande de lecture sera
la premiere et contient le mot initial qui sera écrit dans 'alphabet d’entrée a partir de la case 1.

La bande d’écriture sera la derniere et contiendra le résultat du calcul. Les bandes de calcul ont
des tétes qui font a la fois lecture et écriture, contrairement aux deux autres (lecture et écriture).
Autrement dit les kK — 1 premieres bandes peuvent étre lues, les k — 1 derniéres peuvent étre écrites.
Les tétes se déplacent indépendamment les unes des autres.

On aura également un ensemble fini () d’états, avec un état qq initial, et cette fois-ci deux états
finaux : un état ¢, d’acceptation et un état ¢, de rejet. Enfin on aura une fonction de transition

0 (Q\{dar¢}) x T = Q@ x TF 1 5 {—1,0,1}%.

Sid(q,ar,...,a5-1) = (¢, ba, ..., by, €1, ..., €) alors (by, ..., by) indique ce que les tétes écrivent sur les
k — 1 dernieres bandes dans I'état, ¢; indique dans quelle direction elles se déplacent et ¢’ est le
nouvel état quand elles lisent les symboles (ay, ..., ax_1) sur les k — 1 premieres bandes et sont dans
I’état q.
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Définition 3.1.1. Une machine de Turing déterministe a k£ > 2 bandes est un uplet M =
(k,%, T, B,Q,qo, qa, -, ) satisfaisant les conditions ci-dessus.

Une configuration d’une machine de Turing M & k bandes est un uplet (g, (¢}, ..., ¢¥) ez, (i1, ..., ix))
ou ¢ désigne I'état actuel et pour chaque | € {1,...,k}, la suite (cé)jez désigne le contenu de la
bande j et 7; la position de sa téte de lecture. Une configuration finale est une configuration ou
I’état est g, ou q,.

La configuration initiale d’entrée (z1, ..., z,) € £* est donnée par (qo, (¢j, ..., ¢§)jez, (1,...,1)))
ou les cg- sont tous égaux a B sauf pour [ =1 et j = 1,...,n auquel cas c} = ;.

Le calcul de M sur lentrée x = (21, ..., x,) est est la suite potentiellement infinie Cy, C1, ... ou
Cy est la configuration intiale d’entrée (zy,...,x,), Ciz1 est la configuration obtenue a partir de
C; en suivant les instructions données par 0 (en particulier si C; est dans un état final (g, ou g,)
le calcul est la suite finie (Cy, ..., C;)). Le passage de C; a C;yq est une étape de calcul. On dit
que la machine M s’arréte sur l'entrée = (ou que M (x) s’arréte) si le calcul de M sur x est fini
(c’est-a-dire qu’on atteint une configuration finale).

Dans le cas ou M s’arréte, on dit que M accepte x si M s’arréte sur x et I’état de la configuration
finale est q,, sinon I’état de la configuration finale est ¢, et on dit que M rejette x. Le résultat du
calcul de M sur x, noté M(x), est le mot dans 'alphabet sur I' qui apparait sur la bande d’écriture
dans la configuration finale. Plus précisément, si j est le plus petit indice tel que cf #% Betlle

plus grand tel que ¢ # B alors M(x) = (¢}, ..., ¢f).

Définition 3.1.2. Soit M une machine de Turing. Le langage accepté par M est ’ensemble des
x € ¥* tels que M accepte x. La fonction calculée par M est la fonction partielle fp; : X* — I'*
définie lorsque M s’arréte sur x par fy(z) = M(x).

Définition 3.1.3. Si M(z) s’arréte, le temps de calcul de M (x) est I'indice de la configuration
finale, autrement dit c’est le nombre d’étapes de calcul. L’espace de calcul de M (z) est le nombre
totale de cases visitées par les tétes sur les rubans de travail.

Un langage est décidable s’il existe une machine de Turing qui s’arréte sur tout mot et le
reconnait. On ne considérera que des langages décidables.

Définition 3.1.4. Soit ¢ : N — N. La classe DTIME(¢(n)) est I'ensemble des langages reconnus
par une machine de Turing M telle qu’il existe a > 0 telle que pour tout entrée =, M (x) fonctionne
en temps < at(|z]).

Si T est un ensemble de fonctions, on pose DTIME(T) = |J,.- DTIME(t).

On pose P = DTIME({n — 1+ n* : k € N}), EXP = DTIME({n — 2" : k € N}) et
E=DTIME({n ~ 2 : k € N}).

3.2 Codages

Par rapport a ce qui a été fait dans la section calculabilité, on va se donner un codage plus
efficace des entiers et bien connu : le codage binaire. Sauf mention contraire, un entier n sera donc
représenté par un mot de longueur [log, n], par exemple 8 sera représenté par le mot 100.

Exercice. Décrire une machine de Turing qui détermine si un entier est pair. Quel est son temps
de calcul en fonction de la longueur du mot représentant ’entier ?
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On utilisera souvent un symbole # comme délimiteur, ce qui nous permettra de coder une suite
finie d’entiers par leurs codes binaires entrecoupés de #, par exemple (2, 3) sera codé par 10#11.

En particulier un rationnel sera codé par la suite (numérateur,dénominateur). Une matrice
sera codée par la suite de ses coefficients (en utilisant ## pour signifier que I'on passe a la ligne
suivante), un graphe sera codé par sa matrice d’adjacence et enfin un polynome par la liste de des
coefficients.

3.3 Changements d’alphabet

Comme on a plusieurs alphabets possibles, on cherche une maniere de se ramener a un alphabet
fixé sans trop perdre de temps. Commencons par préciser ce que l'on entend par se ramener a. Un
morphisme entre X7 et 33 est une application ¢ : X7 — X3 tel que pour tous w,w’ € ¥, on a
e(ww') = p(w)p(w’). Remarquons qu'un morphisme est completement déterminé par les valeurs
©(s) ou s € X7, et que réciproquement si on fixe les valeurs de ¢ sur ¥, on a une unique maniere
d’étendre ¢ en un morphisme 7 — 3.

On dit qu'un morphisme ¢ : 37 — 35 préserve les longueurs si il existe n € N tel que pour
tout s € ¥4, |¢(s)| = n. Remarquons qu’alors pour tout mot w, la longueur de ¢(w) est n|w|, et
qu’étant donné un élément y de 'image de ¢, on peut facilement trouver un antécédent de y en
trouvant successivement des lettres antécédentes des segments de n lettres dans y.

Définition 3.3.1. Soit M; et M, deux machines de Turing. On dit que M, simule M; si on a un
morphisme ¢ : I' = I'S injectif qui préserve les longueurs et qui envoie B sur B, ¥; sur X, tel
que M; accepte w ssi My accepte p(w) et si M; termine sur z, alors My (p(x))) = o(M;(z)).

Théoreme 3.3.2. Soit M une machine de Turing sur un alphabet 3. Il existe une machine de
Turing M sur lalphabet {0,1}, d’alphabet de travail {0,1, B} simulant M avec morphisme o telle
que si M(z) termine en temps t et en espace s, alors M(p(z)) termine en temps < 3t[log, |T'|] et
en espace < s[logy |T'|].

De plus, il existe une machine de Turing qui au code de M associe le code de M.

Démonstration. Commencons par coder notre alphabet en binaire. Soit ¢ : T'\ {B} — {0, 1}lg2IT'l
injective, on pose 1(B) = B puis on étend ¢ en un morphisme I'* — {0, 1, B}*.

Notre nouvelle machine a autant de rubans (n) que I'ancienne, et chaque case de ’ancienne sera
représentée par log, |%| cases de la nouvelle. 11 va falloir & chaque étape commencer par lire log, |X|
cases de gauche a droite, puis se placer dans 1’état correspondant, écrire de droite a gauche, et
enfin déplacer les tétes en prenant soin au fait qu’on doit toujours écrire quelque chose sur le ruban
d’écriture, mais on ne peut pas le lire pour le recopier. Ainsi, lorsque I'on doit déplacer la téte
d’écriture vers la droite, il faut retenir ce qu’on venait d’écrire dessus pour 1’écrire une nouvelle fois
(si on la déplace vers la gauche, on peut écrire n’importe quoi). Avec ceci en téte, voici une liste
des états de notre nouvelle machine : pour chaque état ¢ de notre ancienne machine (y compris
I'état initial et les deux états terminaux), on a :

qisc ., Pour chaque mots w; sur {0,1, B} tous de méme longueur < [log, [I'[].

— L’état qol:f.,e est D’état initial de M.

Gogo . womwdy .., POUT chaque mots wy, ..., w, sur {0,1, B} tous non vides et de méme lon-
gueur < [log, |I'|], w de longueur [log, |I'|] (on garde en mémoire le contenu entier de la
case d’écriture car on devra peut-étre repasser dessus) et d; € {—1,0,+1},

— qgff%_jdmw oud; € {—1,0,+1} et w mot sur {0, 1, B} de longueur < [log, |I'|]

— Un état acceptant g, et rejetant ..
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Voici la table de transition, ou ¢ est un état de ’ancienne machine :
— Etats de lecture : si wy,..., Wy—1 sont des mots tous de la méme longueur [ :

— Sil < [log, |T'[1-2, alors M (g« Ay ey Unq) = (g A9, ..oy p_1, B, +1, ...

qﬂll,--.,wn—ﬁ qw1a17-~~7wn—1an—l7
— Si ] = [log, |I'|] — 1, alors pour ay,...,a,—1 € {0,1} et i € {1,....,n — 1} soit v; =
w;a; (on vient de finir la lecture, et v; est ce qu'on a lu). Soit b; = ¥ ~1(v;), et soit
(r,CoyeeeyCnydy, .y dy) = M(q, by, ..., b,—1). Soit, pour i = 2, ....n, u; = ¥(c;). Alors on

pose

r( lec . ecr
M(qwl,...,wn_p a1y -+ CLn,1> - (TUQ,...,un,un,dl,...,dn7 B? ) Ba 07 ooy O)

— Etats d’écriture : si Wa,...,w, sont des mots tous de la méme longueur [ que 'on écrit
w; = wva; pour a; € {0,1, B}, w est un mot de longueur [log, |I'|| et di,...,d, sont des
éléments de {—1,0,1} :

— Sil > 2 et g # q,,q- on pose

ecr ecr
M<qw2,...,wn,w,d1,...,dn7 b17 B bn—l) - (qvl,..,,vn,w,dl,...,dnv Az, ..., Gn, _17 B _1)
— Sil=1et g+#q,,q-,0nauv, =cetw;, =a; et w=av et on pose, si d, =+1
r( ecr _ (depl
M( bl, ceey bn—l) = (qw,dl,...,dn7 ag,y ..., Qp, dl, ceey dn>,

Ts,cstom g,y oo

et si d, =0, alors

r( ecr _ (depl
M(qwg,...,wn,w,dl,...,dn7 b17 sy bn—l) - (qa|w|—1’d1’m’dn7 ag, ..., n, dh ceey dn)7
et sid, =—1
r( ecr __ (. depl
M (@ o oidyndrys 01 s bn1) = (qB‘w|71’d17'._7dn, a2y .oy Ay, 0, ..., 0, —1),

enfin si ¢ = ¢, ou ¢ = ¢, on pose

M (geer bi,....bp_1) = (G, az, ..., ay, 0, ..., 0).

Qws,...swn w,d ...di

— Etats de déplacement : si dy, ..., d,_ € {—1,0,+1},
— si w de longueur > 2, on écrit w = av avec a € {0, 1, B}, alors

“r ¢ depl _ depl
M(qw,dl,,,,,dn,ah ---7an—1) = (qmdhu_’dn,ag, ooy A1, @, dy, ...,dn)
— si w = a est de longueur 1, alors

“r ¢ depl _ lec
MGy gy ooy Q1 oy A1) = (€55 A2y ey A1, @y dys oy dy)

On voit que chaque étape de M est accomplie en au plus 3[log, |I'|] étapes de la nouvelle
machine, et que l'espace occupé est au plus 3[log, |I'|] fois plus grand.

Le fait q’il y a une machine de Turing qui au code de toute machine M associe le code de
M serait tres fastidieux, on espere que le fait d’avoir explicité précisément la construction de M
suffira a convaincre le lecteur. O
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3.4 Machine universelle avec perte de temps quadratique

Nous allons construire une machine de Turing capable de simuler toutes les autres avec, par
rapport a ce qui a été fait en calculabilité, un controle le plus fin possible sur le temps et I'espace
de calcul. Pour cela, comme en calculabilité, on doit commencer par coder les machines de Turing
et leurs entréess.

Voyons déja comment nous allons coder une machine de Turing a k& bandes; pour simplifier
I'écriture on commence par se ramener au cas ou > = {0,1,..., |32 -1}, ' ={0,1,..., || -1}, Q =
{0, 1, ...,|Q|—1} et le symbole de blanc est [I'|—1, alors le code de la machine est 1¥01=1017101/91 0w
ol ug est définit ainsi :

— Pour chaque (s1,...,s;) € [* et ¢ € Q, si 6(q, 81, ..., 56-1) = (¢, 8y, ..., Sk, d1, ..., di) alors on

pose
Ws,g.sy.s, = 1701501%20 - - - 1%01901%10 - - - 15014 +10 . . . 1%+,

— Puis on obtient us en concaténant les wss, ., en suivant 'ordre lexicographique sur 'en-
semble des (s, ..., ;) (I'ordre importe peu, il faut juste en fixer un).

Définition 3.4.1. Etant donnée une machine de Turing M, on note (M) le code de M, obtenu
par la procédure ci-dessus.

Pour coder une entrée x = x;-- -z, de M, qui est donc un mot sur {0, ..., |3| — 1}, on utilise
encore la notation unaire : on pose

() = 01710 - - - 017"
En particulier le code du mot vide est 0. Remarquons que |[(x)| < (|X]| + 1) |z].

Définition 3.4.2. Le code du couple (M, z) est par définition la concaténation de (M) et (), que
'on notera simplement (M, x).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme fondamental de cette section.

Théoréme 3.4.3. Il existe une machine de Turing U a cing bandes d’alphabet d’entrée {0, 1}
et d’alphabet de travail {0,1, B} telle que pour toute machine de Turing M, on a une constante
ay > 0 telle que pour tout entrée x de M, U(p (M, x)) simule M(x) en un temps < aprst et un
espace < 8%, ou s et t sont les espaces et temps d’exécution de M (x). En particulier comme s < t,
le temps de calcul de U(p (M, x)) est borné par ayt?.

Démonstration. Nous allons nous contenter d’une description informelle de U. Précisons d’entrée
de jeu le role des cinq bandes de U.

— La premiere contient I'entrée (M, z).

— La seconde contient le code de M machine sur alphabet {0,1, B} obtenue via le théoreme

3.3.21

— La troisieme contient 'état actuel de M, ainsi que ce que M lira et écrira dans la simulation.

— La quatriéme contient les bandes simulées de M marquées avec les positions des tétes.

— La cinquitme sera le ruban de sortie de M.
D’apres le théoreme [3.3.2) on peut enrichir 'alphabet de travail de U sans modifier le temps de
calcul a une constante multiplicative pres, et c¢’est ce que nous ferons en ajoutant un symbole de
séparation # et des symboles (0, %), (1,%) et (B,*) qui permettront de connaitre ’emplacement
des tétes de M.

m
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3.5 Théoreme de hiérarchie en temps déterministe

Définition 3.5.1. Une fonction ¢t : N — N est constructible en temps s’il existe @ > 0 et une
machine de Turing M qui, pour tout n € N, retourne 1*™ sur I'entrée 17, et ce en temps < at(n).

Théoreme 3.5.2. Soient f,g : N — Nx des fonctions telles que g soit constructible en temps,
g(n) =n et f2=o0(g). Alors DTIME(f) C DTIME(g).

Démonstration. On va utiliser un argument diagonal. On construit une machine de Turing V' qui
utilise la machine universelle U de la section précédente, dont le comportement est le suivant :

— Elle prend en entrée (M, z).

— Elle commence par calculer ¢g(|(M, x)|) sur un ruban.

— Elle simule sur U pendant g(|(M, z)|) étapes le calcul de M sur = (attention, ce sont des

étapes pour U, pas pour M).

— A la fin, si M n’a pas fini son calcul elle rejette.

— Et si M a fini son calcul, elle accepte si M rejette et rejette si M accepte.
Notons que par construction le langage reconnu par notre machine est dans DTIME(g). Si il était
également dans DTIME(f), soit M le reconnaissant en temps < a.f(n). Considérons M ((M, z)) ou
x est un mot sur {0, 1}. Par hypothese, la simulation du calcul de M ((M, z)) sur U prend un temps
< af(|[{M,x)|), ce qui pour x suffisamment grand est plus petit que g(|(M, z)|) car f* = o(g).

Mais alors par construction V ({M, x)) accepte ssi M ({M, x)) rejette, ce qui est absurde car M
et V doivent reconnaitre le méme langage. O]

Corollaire 3.5.3. P C E C EXP.

Démonstration. Considérer f(n) = 2V, comme n2" = 0(2") on a P C DTIME(f), mais DTIME(f) C
DTIME(2") d’apres le théoreme précédent, or ce dernier est inclus dans E.
Pour E € EXP, considérer f(n) = 2" O

4 Machines de Turing non déterministes

Les machines de Turing non déterministes different des machines déterministes vue précé-
demment uniquement au niveau de la table de transition : essentiellement, au lieu d’avoir une seule
transition possible en fonction de ’état et de ce qui est lu, on en a plusieurs, ce qui se formalise
ainsi.

Définition 4.0.1. Etant donné un alphabet de travail I', un nombre k de bandes et un ensemble
() d’états, une table de transition non déterministe est un sous-ensemble

§C(QxTF 1) x (Q x TF1 x {—1,0,+1}%)

tel que pour tous ¢ € @, tous (sy, ..., s,_1) € ¥ il existe ¢ € Q, (s, ...,s,) € TF et (dy,...,dy) €
{—=1,0,+1}* tels que
((q,[81, s Sk=]), (d, [Shy vy Sk, day ooy di)) €0,

ce que 1'on notera
/

(@, 51, s S8 ]) 2 (' [y s 4], o i)

afin d’alléger un peu la notation.
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Remarque. Une table de transition déterministe ¢ peut se voir comme une table non déterministe
telle que pour tous ¢ € @, tous (sy, ..., $5_1) € T*~1 il existe un unique uplet (¢, [s5, ..., s}], di, ..., dy.) €
Q x TP 1 x {—1,0,+1}* tel que

(@, [51, oer 55-]) 2 (' [Shs ooy Sh], s ooy i)

Une machine de Turing non déterministe a k& > 2 bandes est un uplet M = (k, X, T, B, Q, qo, ¢a;, Gr, )
satisfaisant les mémes conditions qu'une machine déterministe, a ceci pres que 'on demande main-
tenant que ¢ soit une table de transition non déterministe comme défini ci-dessus.
Définissons maintenant le fonctionnement d’'une machine de Turing non déterministe ; comme
on a plusieurs possibilités a chaque étape de calcul, on n’aura plus une simple suite de configurations
mais un arbre de calcul, défini comme suit par induction. Etant donnée une entrée z € ¥,
— La racine de notre arbre est la configuration initiale, eon rappelle qu’elle est donnée par
(qo, (cjl-, ey )iz, (1,0, 1)) ou les cé sont tous égaux a B sauf pour [ = let j = 1,...n
auquel cas ¢} = ;.
— Etant donnée une configuration (q, (cjl, - c;?)jez, (21, ..., Tx) avec q # qa, qr, ses configura-
tions filles sont tous les uplets (¢, [sh, ...s}], 21 + d1, ..., 2 + di.) tels que

4 /

(q, 815, 86-]) = (¢, [y, -y S1]5 diy oy i)

— Pour une configuration terminale (ga, (¢}, ..., ¢}) ez, (€1, ..., ) ou (g, (¢}, ..., F)jez, (21, ..., ),

on déclare que c’est une feuille de I'arbre de calcul, c¢’est-a-dire qu’elle n’a pas de descen-
dants.
Un chemin de calcul est une suite éventuellement infinie de configurations (C;) qui commence
par la configuration initiale, et telle que C;,; est une fille de Cj, et si la suite est finie son dernier
élément est terminal.

Définition 4.0.2. Une machine de Turing non déterministe termine sur une entrée x si tous ses
chemins de calcul sur 'entrée x sont finis. De plus, on dit qu’elle

— accepte x 8’1l existe un chemin de calcul qui termine sur I’état acceptant

— rejette x si tous les chemins de calcul terminent sur I’état rejetant

Remarque. du fait que Il est important de noter que si une machine termine sur x, alors soit
elle 'accepte, soit elle le rejette, et que ces deux cas s’excluent. De plus, contrairement a ce qui se
passait dans le cas déterministe, les définitions d’accepter et de rejeter ne sont plus symmétriques.

Définition 4.0.3. Soit M une machine de Turing non déterministe d’alphabet d’entrée ¥ qui
termine sur toute entrée. Le langage reconnu par M est I'ensemble des mots z € ¥* tels que
M (z) accepte.

Remarque. Si on note L le langage reconnu par M, et si on échange ¢, et g, et note Lle langage
reconnu par la nouvelle machine, il n’est pas vrai que L est le complémentaire de L. En effet, par
définition L est 'ensemble des mots z tels qu’il existe un chemin de calcul sur  qui termine sur
un état rejetant, tandis que le complémentaire de L est I’ensemble des mots x tels que tout chemin
de calcul sur x termine sur un état rejetant.

C’est une différence fondamentale entre les machines déterministes et non déterministes, due a
la non symétrie de la définition de 'acceptation et du rejet dans le cas non déterministe. Cependant,
comme on le verra bientot, les machines non déterministes ne reconnaissent pas plus de langages
que les machines déterministes.
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Nous pouvons d’ors et déja reprendre la définition des classes DTIME mot pour mot, en ajoutant
le qualificatif non déterministe.

Définition 4.0.4. Soit ¢ : N — N la classe NTIME(#(n)) est 'ensemble des langages reconnus par
une machine de Turing M non déterministe telle qu’il existe o > 0 telle que pour tout entrée =z,
M (z) fonctionne en temps < at(|z|).

Si T est un ensemble de fonctions, on pose NTIME(T) = |J,c NTIME(%).

On pose NP = NTIME({n — 1 +n* : & € N}), NEXP = NTIME({n — 2"" : k € N}) et
NE = NTIME({n — 2*" : k € N}).

Une des questions ouverte les plus importantes en complexité est de savoir si P = NP. On
reviendra dessus plus tard.

On a plusieurs fois décrit le fonctionnement de machines de Turing informellement, en utili-
sant parfois des instructions proches de celles d’'un langage de programmation. Pour capturer ce
qu’apporte le non déterminise, on se donne l'instruction suivante.

Définition 4.0.5. L’instruction deviner z; affecte a z; la valeur 0 ou 1 de maniere non détermi-
niste.

Il est clair que cette instruction est représentable dans une machine de Turing non déterministe :
il suffit, sur I'état courant ¢, d’avoir deux transitions, une qui affecte 0 a x; et 'autre qui lui affecte
1.

Exemple 4.0.6. Voici un algorithme pour le probléme COMPOSE qui demande de déterminer,
pour un entier x = x - - - x, en binaire, si x n’est pas un nombre premier :

— Pour i allant de 1 & n, deviner b; € {0,1} puis ¥} € {0, 1}.

— Siby---by, x b b, =xet1<b b, <z, accepter.

On se permettra de deviner également des lettres d'un langage plus étendu, et de deviner des
mots. Ainsi 'exemple précédent se réécrit :

— Deviner b € {0,1}" et ¥/ € {0,1}"

— SibxV =xetl<b<ux, accepter.
Comme le calcul d'un produit et la comparaison prennent un temps polynomial en le nombre de
bits des entrées, on conclut que le probleme COMPOSE est dans NP. Il a été montré assez récemment
(2002 ) que le probleme de déterminer si un entier en binaire est premier est dans P, ce qui entraine
que COMPOSE est également dans P.

4.1 Liens entre temps déterministe et temps polynomial

Le résultat qui suit nous assure que les machines non déterministes ne reconnaissent pas plus
de langages que les machines déterministes, avec de plus une borne explicite sur le temps de calcul
déterministe nécessaire pour reconnaitre le méme langage qu'une machine non déterministe.

Théoréme 4.1.1. Soit t : N — N. Alors on a les inclusions suivantes :
DTIME(t(n)) € NTIME(t(n)) € DTIME(20¢())
Corollaire 4.1.2. On a l'inclusion NP C EXP.

On peut utiliser le méme genre d’idées pour donner une caractérisation existentielle de NP et
de NEXP comme suit.
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Théoréme 4.1.3. Soit A C X* un langage. On a les caractérisations suivantes :

1. A € NP ssi il existe un langage B € P et un polynome p a coefficients dans N tels que pour
tout x € X* :
zeAe Iye {0,132 (z,9) e B.

2. A € NEXP ssi il existe un langage B € EXP et un polynome p a coefficients dans N tels que

pour tout x € X* :
reAe Iye {0,137 (z,9) e B.

4.2 Machine non déterministe universelle optimale en temps

Théoréme 4.2.1. [l existe une machine de Turing Uy a siz bandes d’alphabet d’entrée {0,1},
d’alphabet de travail {0,1, B}, telle que pour toute machine de Turing M non déterministe sur un
alphabet 3, il existe un morphisme ¢ : ¥* — {0,1} et une constante apy > 0 tels que pour tout
x € X*, M(x) accepte (resp. rejette) ssi Uy((M) ,p(x)) accepte (resp. rejette), et si on note t le
temps de calcul de M (x), alors le temps de calcul de Uy sur Uentrée ((M),p(x) est borné par
CYMt.

Remarque. On ne demande pas que le morphisme préserve les longueurs (méme si on pourrait
le faire) : en effet cette restriction n’a d’utilité que pour décoder facilement le contenu de la bande
de sortie, qui dans le cas non déterministe ne nous intéresse pas (notamment parce qu’il dépend
du chemin de calcul).

Démonstration. Comme dans le cas déterministe, notre machine Uy commence par écrire sur son
premier ruban de travail le code de M qui simule M mais a pour alphabet d’entrée {0, 1} et pour
alphabet de travail {0, 1, B}. De plus, on s’autorise & utiliser un langage de travail plus riche que
{0,1, B}, sachant que 'on peut toujours s’y ramener d’apres le théoréme de réduction de
I’alphabet, dont la preuve s’adapte sans difficulté au cas non déterministe. Le principe général de
notre machine universelle, par rapport au cas déterministe, est d’économiser du temps en devinant
les contenus des rubans.
Décrivons de suite les six rubans de notre machine universelle :

Le premier contient (M), .
Le second va contenir le code de M.
Le troisieme contiendra la liste des contenus de case devinés et des transitions effectuées.

Le quatrieme servira a la vérification ruban par ruban que les contenus devinés sont cohérents.

A e

Le cinquieme est le ruban de sortie.

La machine simule une étape de calcul de M ainsi : elle devine un contenu de cases et une tran-
sition, elle vérifie que la transition est dans la table de transition et est cohérente avec la transition
précédente, qui est inscrite sur le ruban 3 (c’est-a-dire que ’état d’ou la nouvelle transition part
est celui ou arrivait ’anicenne transition). Si elle voie que la transition est impossible elle rejette.
Si ce n’est pas le cas elle note sur le ruban 3 le contenu des cases et la transition a la suite de ce
qui était déja écrit. Notons que chacune de ces étapes prend un temps constant : il existe Sy > 0
tel que pour tout n, n étapes de M seront simulées en temps < Sun.

Voyons maintenant quand la machine accepte. A chaque fois que le nombre d’étapes simulées
est une puissance de deux (donc aux étapes 1,2, 4, 8, 16...), la machine vérifie que le contenu deviné
est cohérent : pour chaque ruban k de la machine M, elle suit les transitions indiquées par le ruban
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3 et travaille sur le ruban 4 comme si ¢’était le ruban k de M. Elle vérifie & chaque étape que ce
qu’elle est censée lire sur le ruban k£ y est bien écrit en lisant le ruban 4. Si & un moment elle voit
une incohérence, elle rejette. De plus, si & un moment elle arrive dans un état acceptant/rejetant
de M, elle accepte/rejette. Remarquons qu’on a une constante xy; > 0 telle que la vérification
d’une étape prend un temps de calcul au plus x

Voyons maintenant que le temps de calcul de la machine Uy décrite ci-dessus est comme voulu.
Soit donc t le temps de calcul de M sur une entrée z. Soit k le plus petit entier tel que 2% > =, alors
2F < 2t. D’apres ce qui vient d’étre dit, le temps de calcul de Uy est au plus By 2F + ks Zz 02
le premier terme provenant de la simulation elle-méme, et le deuxieme des vérifications aux temps
de la forme 2°. Ainsi le temps de calcul est majoré par

Bar2F + 25 n = 2%(Bar + 2k0r) < 2(Bar + 2601

On a donc le résultat voulu avec ayy = 2(5y + 2K17)- O

4.3 Hiérarchie en temps non-déterministe

4.4 Comparaison des classes P, NP, EXP et NEXP
5 NP-complétude

5.1 Deéfinitions et exemple de base

Théoreme 5.1.1. Le langage
L:={((M),z,1") : M non déterministe et M(x) a un chemin acceptant de longueur < t}

est NP-complet.

5.2 SAT est NP-complet
5.3 3-SAT et IND-SET sont NP-complets

6 Complexité en espace

On rappelle que I'espace de calcul d'une machine de Turing déterministe sur une entrée x est
le nombre de cases visitées par les tétes des rubans de travail. Si la machine est non déterministe,
on regarde le nombre maximum de cases visitées sur les rubans de travail en suivant un chemin de
calcul sur l'entrée x.

Afin de simplifier certaines preuves, on va faire une restriction naturelle sur les calculs des
machines de Turing : pour qu'un mot soit accepté ou rejeté, on demandera en plus qu’a chaque
étape de calcul, la téte de lecture soit a distance au plus 1 du mot d’entrée. Cela permettra d’avoir
un controle direct sur ’espace de travail lorsque 'on voudra composer des machines de Turing,
bien que ce probleme puisse étre contourné.

Définition 6.0.1. Soit s : N — N. La classe DSPACE(s) est I'ensemble des langages L tels qu’il
existe une machine de Turing M déterministe reconnaissant L et o > 0 tel que sur toute entrée
z, 'espace de calcul de M(x) est borné par ays(|z|).
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La classe NSPACE(s) est ’ensemble des langages L tels qu’il existe une machine de Turing M
non déterministe reconnaissant L et ap; > 0 tel que sur toute entrée x, 'espace de calcul de M (x)
est borné par ays(|x|).

Afin de comparer les classes de complexité en espace et en temps, on introduit le graphe des
configurations d’une machine de Turing M a priori non déterministe : étant donnée une entrée
x, les sommets du graphe des configurations sont des uplets décrivant 1’état, les positions des tétes
sauf celle de sortie et contenus des rubans de travail sur I'entrée = a différentes étapes du calcul.
C’est un graphe dirigé, ou l'on relie une configuration a une autre si une transition permet de
passer de I'une a 'autre.

Si on sait que le calcul de M (z) se fait en espace s(|x|), les positions des tétes seront comprises
entre —s(|z|) et s(|z|), si r est le nombre de rubans on a |[|"Z5(=D+
D’ot le lemme suivant.

possibilités pour leur contenu.

Lemme 6.0.2. Sur une entrée z, si 'espace de calcul de M est donnée par s(|x|), alors le nombre
de sommets du graphe de configuration sur Uentrée z est < 206(=D),

Nous pouvons désormais comparer les classes de complexité en temps et en espace.

Proposition 6.0.3. Soient s : N — N et ¢t : N — N. On a les inclusions suivantes :

NTIME(t) C DSPACE(t)
NSPACE(s) C DTIME(2°®))

Démonstration. Pour la premiere inclusion, remarquer qu’un parcours en profondeur de I'arbre de
calcul de M non déterministe de temps de calcul ¢ prend un espace O(t).

Pour la deuxieme, on cherche a déterminer si la configuration initiale peut étre reliée a une
configuration acceptante dans le graphe (dirigé) des configurations, ce qui se fait en un temps
polynomial en le nombre de sommets, et donc en temps < 2°¢) d’apres le lemme précédent. [

Définition 6.0.4. Définissons quatre classes de complexité en espace :
— L = DSPACE(logn)
— NL = NSPACE(log n)
— PSPACE = | |, .,y DSPACE(n*
— NPSPACE = | |,y NSPACE(n*)

On a alors les inclusions suivantes d’apres la proposition précédente :
L C NL C P C NP C PSPACE C NPSPACE C EXP.

On a des théoremes de hiérarchie en espace via la notion de fonction constructible en espace;
ces derniers permettent de voir que 'inclusion de L dans PSPACE est stricte. On va maintenant
montrer que PSPACE = NPSPACE. Pour ¢a, on fait un détour par le probleme d’accessibilité.

On définit <L la réduction many-one en espace logarithmique. Remarquons que d’apres la
proposition précédente, une machine qui fonctionne en espace logarithmique Pour voir que c’est
transitif, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 6.0.5. Soient f et g deux fonctions calculables en espace logarithmique, alors f o g(z) est
calculable en espace logarithmique.
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Démonstration. On garde un compteur en binaire qui correspond a la position de la téte de lecture
en entrée de My calculant f. A chaque fois que 'on lit, on simule g et renvoie uniquement la lettre
a la bonne position. Pour ce faire, on a besoin de savoir la position de la lettre la plus a gauche
du ruban de sortie de Mg, puis de garder en téte la position de la tete de sortie et écrire quand
on est a la bonne position. Comme ¢ fonctionne en espace logarithmique, elle fonctionne en temps
polynomial et donc les positions, comptées en binaire, prennent un espace en O(log |z|). Ceci prend
donc un espace O(log |z|). La simulation de fog prendra au final un espace O(log |z|)+O(log |g(x)]
or |g| (z) est polynomial en |z|; d’ou le résultat.

m

On a donc bien la transitivité de <Z.

On définit le probleme ACCESS :

— donnée : Un graphe orienté et deux sommets vy, vy
— question : Existe-t-il un chemin orienté de vy a vy ?

Proposition 6.0.6. ACCESS est NL-complet.

Démonstration. C’est dans NL car il suffit de parcourir le graphe en faisant une boucle en n étapes
ou a chaque étape on choisit un voisin du prédécesseur (codé en binaire). Si & un moment on arrive
sur le sommet cible on accepte.

C’est NL-complet car étant donnée M fonctionnant en espace logarithmique, son graphe des
configurations sur un entrée x a une taille polynomiale en la taille de I'entrée, et peut étre produit
en espace logarithmique (on a juste besoin de compteurs en binaire). O

Proposition 6.0.7. Accessc DSPACE(log” n)
Démonstration. ]

Théoreme 6.0.8. PSPACE = NPSPACE
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