Théorie descriptive des ensembles TD 2 M2 Logique

TD2 - Espace de Cantor, espace de Baire

Exercice 1. Espaces de Cantor triadiques.
Etant donné X €]0,1/2[ et a < b € R, on associe a 'intervalle fermé [a, b] deux intervalles

Con([a,b]) = [a+A(b — a)] et Cra([a,b]) = [b— A(b— a), b].

1. On construit par récurrence un schéma d’intervalles (F) cq<n sur [0, 1] en posant Fy = [0, 1]
puis pour tout s € 2<N,

FS[) = C071/3(F5) = [a+ )\(b - CL)] et Fsl = 0171/3(F5).

Montrer que 'application f : 2N — [0, 1] donnée par {f(z)} = Mpen Frin est bien définie
et continue. Son image de I'application associée f : 2N — [0,1] est ce qu’on appelle I'espace
triadique de Cantor.

2. Montrer que I'espace triadique de Cantor est fermé d’intérieur vide, et de mesure de Le-
besgue nulle.

3. En faisant varier A en fonction de |s| dans la construction ci-dessus, montrer que pour tout
e > 0, il existe une copie de l'espace de Cantor dans [0,1] de mesure de Lebesgue plus
grande que 1 — e.

4. Montrer que [0, 1] contient un G5 dense dont le complémentaire est de mesure de Lebesgue
1.

Exercice 2. Une autre preuve de 'universalité de 1’espace de Cantor.
On se propose de donner une autre preuve du fait que tout compact polonais est I'image continue
de 'espace de Cantor.

1. Montrer que l'espace de Cantor se surjecte contintiment sur [0, 1], puis sur [0, 1]V,

2. En utilisant le fait que [0, 1] contient tout compact polonais et que tout fermé de 'espace
de Cantor est un retract de ’espace de Cantor, déduire que I'espace de Cantor se surjecte
contintiment sur tout compact polonais.

Exercice 3. Caractérisation de I’espace de Baire.

Montrer que l'espace de Baire est & homéomorphisme preés le seul espace polonais parfait zéro-
dimensionel non vide dont tous les compact sont d’intérieur vide. On pourra s’inspirer de la
preuve de le caractérisation de I'espace de Cantor.

Exercice 4. Courbe de Peano.

En utilisant un espace de Cantor triadique (cf. exercice 1), montrer que [0, 1] se surjecte conti-
niiment sur [0, 1]

Exercice 5. Espace d’applications continues.

Soit (Y, d) un espace métrique complet séparable, et soit X un compact polonais.

1. Montrer que ’espace des applications continues de X dans Y est complet pour la distance

doo(fa g) = MaXgeXx d(f(l‘),g((]?))

2. Montrer qu'il est également séparable. On pourra commencer par le cas ou X = {0, I}N.
Exercice 6. L’espace de Baire est un G5 de ’espace de Cantor. Montrer que I'espace de
Baire est homéomorphe & un G de I'espace de Cantor. On pourra utiliser I'application f : NY —
{0, 1} définie par :

fl(ng)gen) = 0170011 01™2...

On rappelle que 1™ désigne la suite finie formée de n 1.
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Exercice 7. Points de condensation.

Soit X un espace polonais, alors x € X est appelé un point de condensation si tous les
voisinages de x sont non dénombrables. Montrer que ’ensemble des points de condensation de
X est fermé, puis qu’en fait le coeur parfait de X est I’ensemble de ses points de condensation.

Exercice 8. Construction de Cantor-Bendixon et groupes dénombrables.
Soit I" un groupe dénombrable infini. On considére {0, 1}F muni de la topologie produit, qui en
fait un espace de Cantor et que ’on identifie & I’ensemble des parties de T'.

1. Soit SGr 'ensemble des sous groupes de I'. Montrer que SGr est un fermé de {0, 1}!.

2. Montrer que les points isolés de SGr sont de type fini.

3. Effectuer la construction de Cantor-Bendixon sur SGy,.

4. Montrer que pour tout n € N le rang de Cantor-Bendixon de SGzn est égal a n + 1.
Exercice 9. Un peu de théorie des modéles.
Soit £ un langage dénombrable et T" une L-théorie compléte. On dit que 1" est petite si pour
tout n € N, I'espace de ses n-types S, (T') est dénombrable.

On dit que T admet un arbre de formules consistantes s’il existe n € N et un schéma de
formules (¢4(Z))sef0,13<n en n variables tel que Vs € 2<N

(1) T+ Jzps(T)
(2) T+ VZ=(pso(T) A ps1(Z))
(3) Tz ((ps0(T) = ¢s()) A ((051(2) = ¢s(T))
1. Montrer que S,,(T") est un fermé de 'espace de Cantor.
2. Montrer que T' admet un arbre de formules ssi 1" n’est pas petite.

3. Montrer que si T est petite alors I’ensemble des types isolés est dense dans S, (T') pour
tout n € N.

Indications

— Exercice 3 : Fj = X, chaque F; est un ouvert-fermé non vide, les Fsp; pour i € N
partitionnent Fy et le diamétre de Fy, tend vers zéro quand n tend vers I'infini.

— Exercice 4 : prolonger de maniére affine une surjection continue 2 — [0, 1]

— Exercice 8 : pour la derniére question, on peut commencer par montrer que les points
isolés de SGzn sont les sous-groupes de rang n.
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